DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°4
Correction
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1. Pourz # 0, fi(z) = 2z sin <i) — Cos <i) et lim Nil@) = 1(0) = lim x sin <i> =0, donc f{(0) = 0.

z—0 x—0 x—0
x—0

1 1
On a lim zsin <> = Qetx — cos <> n’a pas de limite en 0, il est de méme pour f{, donc f] est
x x

discontinue en 0.

1
2. Ona lir%(m, 2?) = (0,0) et R* 3 z — f(z,2?) = — ne tend pas vers 0, donc f; est discontinue en (0,0).
T

T—
£2((0,0) + t(z,y)) — f2(0,0)
' 328

pour x # 0, }gr(l) Ezy) (t) = %g% fa(tz, ty) = hn% B8 1 (g — 1a2)? = 0, donc l'application linéaire nulle
u = 0 est la différentielle de Gateaux de f en (0, 0).

3. Deméme onpose ki, ,)(t) = f((0,0) + t(:ct, y) = 10,0
0 = f3(0,0) et, pour (2,y) # (0,0), k(ay)(t) = f3(w,y), d’ott pour tout (v, y) € R?, lim k(y,y) (t) = fs (1),
mais f3 n’est pas une application linéaire, donc f3 n’a pas de différentielle de Gateaux en (0, 0).

Posons, pour t # 0, k(. (t) = L'application k, , vérifie k() (t) = O et,

pour ¢ # 0. L'application ki, . vérifie k) (t) =

-1I-
B s lulha) | _ lul@)l]

vérifie || hy|| = 5 < B, donc € el = iz , d’ot, par passage a la

1. Pourz € E\ {0}, hy 2/|6|} l

borne supérieure, ¢ > ||ul|.

N

(@) 1i. f est différentiable par hypothese, et df, est linéaire, donc elle est différentiable, d’ou1 la diffé-
rentiabilité de k = f — df,.
Si ||dk.|| < € pour tout z € B(a,n), alors, par l'inégalité des accroissements fini, si ||z — al| < 75
et ||y — al| < n, alors

1 (y) = f(2) = dfaly — )| = [k(y) — k(@)]| <elly — =]

ii. A. f eststrictement différentiable en a donc il existe n > 0 tel que, si ||z —al| < net|y—al <7,
alors

Hﬂw—fu»—wuy—wusgm—xw

Sil|lz —al < det]h <dotts=1 5 ,ona ||z —al|| <netl|z+h—al <n, dot, pour h #0,

[f(x+h) = f(z) = dfa(h)]|

1@+ h) —a] =

lg(z, W)l =

l\D\Ff)

Par différentiabilité de f en z, il existe o, > 0 tel que, si 0 < ||h|| < «, alors ||t (h)|| < %

B. Soit § et a, définie en « et 3, = min(é, a,), soit z € B(a,d), si 0 < ||h|| < S, alors on a
|z —al <9, |h|| <, ||h] < az d’ou, dapres a, ||g(x, h)|| < 5 et |[t.(h)] < §, donc par
inégalité triangulaire,

ldfz6(h) — dfa(h)|| < el[A]].
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(b) Supposons df continue en a, k = f — df, vérifie dk, = d(f — df,) = df, — df,, soite >, il existen > 0
tel que, si ||z —a| < n, alors ||dk.|| = ||df. — dfa|| < &, donc, d’apres 1)a), si ||z —a| < net|y—al <mn,
alors

1f(y) = f(2) — dfaly — z)|| = [[k(y) — k(x)]| < elly — |
f est strictement différentielle en a.
Supposons f strictement différentielle en a, soit € > 0, d’apres 1)b), il existe 6 > 0 vérifiant : pour
tout x € B(a,d), il existe 5, > 0 tel que, si ||| < B, alors ||df,(h) — dfa(h)|| < €]|h||, soit x € B(a,?),
d’apres A), ||df; — df,|| < €. df est continue en a.

-I11-

1. (@) i=1ii:Ona fllir%(a, a+h)=(a,a)et lim ) = Jlw) = uly = @) = 0, donc, par composition
—

(¢,y)—(aa) ly — |

Lo fla+ 1) = f(a) — u(h)

=0.
h—0 It

Donc f est différentiable en a et df, = u.
it = iti 1 df, € L(E, F) et, pour tout v € E, D, f(a) = df,(v), c’est-a-dire

o fat ) f(a)
t—0 t

= df,(v).

Donc df, est différentielle de Gateaux de f en a.

i = v lim L0 ) = /(@)
t—0 t

de f en a suivant v.

= u(v) signifie u(v) = D, f(a), c’est-a-dire u(v) est le vecteur dérivée

(b) D'apresI): non i < ii: fi : R — R est dérivable donc différentiable, en particulier en 0, mais f]

n’est pas continue en 0 donc df; non plus, d’ot1, d’apres II), fi n’est pas strictement différentielle en
0.
non ii <= i : 0 est différentielle de Gateaux de f> en (0, 0), mais f> n’est pas continue en (0, 0), donc
elle n’est pas différentiable en (0, 0).
non iii < v : pour tout v € R?, f3(v) est dérivée suivant v de f3 en (0,0), mais f3 n’a pas de
différentielle de Gateaux en (0, 0).

2. Si fest ¢!, alors d’une part f est différentiable, d’autre part, pour tout z € D, df est continue en x, donc,

d’apres 11, f est strictement différentiable en x, f est donc strictement différentiable sur D.

Si f est strictement différentiable, alors d’une part f est différentiable d’apres III (a), d’autre part, pour
tout x € D, f est strictement différentiable en x, donc d’apres II), df est continue en z, df est donc
continue sur D, d’ot1 f est €.
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