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1. Pour x 6= 0, f ′1(x) = 2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
et lim

x→0

f1(x)− f1(0)
x− 0

= lim
x→0

x sin

(
1

x

)
= 0, donc f ′1(0) = 0.

On a lim
x→0

x sin

(
1

x

)
= 0 et x 7→ cos

(
1

x

)
n’a pas de limite en 0, il est de même pour f ′1, donc f ′1 est

discontinue en 0.

2. On a lim
x→0

(x, x2) = (0, 0) et R∗ 3 x 7→ f(x, x2) =
1

x2
ne tend pas vers 0, donc f2 est discontinue en (0, 0).

Posons, pour t 6= 0, k(x,y)(t) =
f2((0, 0) + t(x, y))− f2(0, 0)

t
. L’application k(x,y) vérifie k(0,y)(t) = 0 et,

pour x 6= 0, lim
t→0

k(x,y)(t) = lim
t→0

f2(tx, ty) = lim
t→0

t3x6

t6x8 + (y − tx2)2
= 0, donc l’application linéaire nulle

u = 0 est la différentielle de Gâteaux de f2 en (0, 0).

3. De même on pose k(x,y)(t) =
f3((0, 0) + t(x, y))− f3(0, 0)

t
pour t 6= 0. L’application k(x,y) vérifie k(0,0)(t) =

0 = f3(0, 0) et, pour (x, y) 6= (0, 0), k(x,y)(t) = f3(x, y), d’où pour tout (x, y) ∈ R2, lim
t→0

k(x,y)(t) = f3(x, y),

mais f3 n’est pas une application linéaire, donc f3 n’a pas de différentielle de Gâteaux en (0, 0).

-II-

1. Pour x ∈ E \ {0}, hx =
βx

2‖x‖
vérifie ‖hx‖ =

β

2
< β, donc ε ≥ ‖u(hx)‖

‖hx‖
=
‖u(x)‖
‖x‖

, d’où, par passage à la

borne supérieure, ε ≥ ‖u‖.
2. (a) i. f est différentiable par hypothèse, et dfa est linéaire, donc elle est différentiable, d’où la diffé-

rentiabilité de k = f − dfa.
Si ‖dkz‖ ≤ ε pour tout z ∈ B(a, η), alors, par l’inégalité des accroissements fini, si ‖x − a‖ < η
et ‖y − a‖ < η, alors

‖f(y)− f(x)− dfa(y − x)‖ = ‖k(y)− k(x)‖ ≤ ε‖y − x‖.

ii. A. f est strictement différentiable en a donc il existe η > 0 tel que, si ‖x−a‖ < η et ‖y−a‖ < η,
alors

‖f(y)− f(x)− dfa(y − x)‖ ≤
ε

2
‖y − x‖.

Si ‖x− a‖ < δ et ‖h‖ < δ où δ =
η

2
, on a ‖x− a‖ < η et ‖x+ h− a‖ < η, d’où, pour h 6= 0,

‖g(x, h)‖ = ‖f(x+ h)− f(x)− dfa(h)‖
‖(x+ h)− x‖

≤ ε

2
.

Par différentiabilité de f en x, il existe αx > 0 tel que, si 0 < ‖h‖ < αx, alors ‖tx(h)‖ <
ε

2
B. Soit δ et αx définie en α et βx = min(δ, αx), soit x ∈ B(a, δ), si 0 < ‖h‖ < βx, alors on a
‖x − a‖ < δ, ‖h‖ < δ, ‖h‖ < αx, d’où, d’après α, ‖g(x, h)‖ < ε

2 et ‖tx(h)‖ < ε
2 , donc par

inégalité triangulaire,
‖dfxδ(h)− dfa(h)‖ ≤ ε‖h‖.

MP2 Année scalaire: 2016/2017 1 / 2 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHÉMATIQUES

(b) Supposons df continue en a, k = f − dfa vérifie dkz = d(f − dfa) = dfz − dfa, soit ε >, il existe η > 0
tel que, si ‖z−a‖ < η, alors ‖dkz‖ = ‖dfz−dfa‖ ≤ ε, donc, d’après 1)a), si ‖x−a‖ < η et ‖y−a‖ < η,
alors

‖f(y)− f(x)− dfa(y − x)‖ = ‖k(y)− k(x)‖ ≤ ε‖y − x‖

f est strictement différentielle en a.
Supposons f strictement différentielle en a, soit ε > 0, d’après 1)b), il existe δ > 0 vérifiant : pour
tout x ∈ B(a, δ), il existe βx > 0 tel que, si ‖h‖ < βx, alors ‖dfx(h)− dfa(h)‖ ≤ ε‖h‖, soit x ∈ B(a, δ),
d’après A), ‖dfx − dfa‖ ≤ ε. df est continue en a.

-III-

1. (a) i =⇒ ii : On a lim
h→0

(a, a+ h) = (a, a) et lim
(x,y)→(a,a)

f(y)− f(x)− u(y − x)
‖y − x‖

= 0, donc, par composition

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− u(h)
‖h‖

= 0.

Donc f est différentiable en a et dfa = u.
ii =⇒ iii : dfa ∈ L(E,F ) et, pour tout v ∈ E, Dvf(a) = dfa(v), c’est-à-dire

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

= dfa(v).

Donc dfa est différentielle de Gâteaux de f en a.

iii =⇒ iv : lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

= u(v) signifie u(v) = Dvf(a), c’est-à-dire u(v) est le vecteur dérivée

de f en a suivant v.

(b) D’après I) : non i ⇐ ii : f1 : R → R est dérivable donc différentiable, en particulier en 0, mais f ′1
n’est pas continue en 0 donc df1 non plus, d’où, d’après II), f1 n’est pas strictement différentielle en
0.
non ii⇐ iii : 0 est différentielle de Gâteaux de f2 en (0, 0), mais f2 n’est pas continue en (0, 0), donc
elle n’est pas différentiable en (0, 0).
non iii ⇐ iv : pour tout v ∈ R2, f3(v) est dérivée suivant v de f3 en (0, 0), mais f3 n’a pas de
différentielle de Gâteaux en (0, 0).

2. Si f est C 1, alors d’une part f est différentiable, d’autre part, pour tout x ∈ D, df est continue en x, donc,
d’après II, f est strictement différentiable en x, f est donc strictement différentiable sur D.
Si f est strictement différentiable, alors d’une part f est différentiable d’après III (a), d’autre part, pour
tout x ∈ D, f est strictement différentiable en x, donc d’après II), df est continue en x, df est donc
continue sur D, d’où f est C 1.

• • • • • • • • • •
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