DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°5

Correction
m—1 )
1. Soity € F,y = Z ai(u — Adg)'(z).On a
i=0
m—1 '
u(y) = Y asuf(u — Mdg) (2)]
i=0
m—1 ) m—1 '
= ai(u—Mdp)(z) + Y aidi(u— Mdg)'(x)
i=0 i=0
m—2 ) m—1 ‘
=Y ai(u—Mdg) ™ (z) + > aidi(u — Mdg)'(x), car (u— Aldp)™(z) = 0.
=0 =0
Donc u(y) € F,d’ouu(F) C F.
m—1
Soit ag, a1, ..., ap—1 des scalaires tels que Z a;(u— )\IdE)i(x) = 0. Appliquons (u — Mdg)™ta I'égalité
i=0
précédente, on obtient ag(u—Adg)™ ! (z) = 0 et donc iy = 0. On applique une autre fois (u—Adg)™ 2,
on obtient a (u — M dg)(z) = 0, donc a; = 0. De proche en proche on obtient ag = a3 = ... = a1 =0,

donc la famille (z, (u — M dEg)(z), ..., (u — A dg)™ *(x)) est libre et par suite dim F' = m.
2. Sin =1, le résultat est trivial, dans ces E = Vect(e) ol e est un vecteur non nul.

3. Supposons u n’est pas inversible.

(@) On a u(F) C F, donc nécessairement u(F) C F, donc A/F € Z(F). Appliquons I'hypothese de
récurrence a I’endomorphisme induit A/F avec dim F' = n — 1 : il existe des sous-espaces vectoriels

k
cycliques Fj, 1 < j < k tels que F' = & F}, les F}j étant choisis de telle sorte que dim F; < dim Fj.
j=1
(b) i u(y) € F, donc il existe des scalaires (v ;) (1<j<k,1<i<m; 1) tels que

u(y) = Zal,j(u — X\jldg)!(z;)
Ly

=Y ouy(u—NIdp)(z) + > ayj(u— NIdg) (z))
1,jes 1,j¢S

= oozt Y apgul(ag) + ) ony(u—Nldp)'(z))
JjES 1>1,5€S8 1,j¢S

Ona Z g jul(xj) = u Z o ju™ (x;) | € u(F) etpour j ¢ S, il suffit de montrer que
1>1,j€8 1>1,j€8
xj € u(F), carsi z; € u(F), alors x; = u(y;) et donc

(u— A Tdp)' () = u ((u = N 1dp) (3)) € u(F).

Ona, pourj ¢ S:

zj = =7 (u— NIdg)(x;) + A tula;)

= —)\j_l(u —\ldg) —)\j_l(u —Aj)(xj) + /\j_lu(a:j)] + )\j_lu(yj)

= (=A) 2 (u = NIdp)*(z5) — A2 (u — AjIdg)u(z;) + A; Mu(z;))
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On applique une autre fois z; dans la formule précédente et de proche en proche on obtient

mj;—1

rj= Y (DN = A ulay), car (u—X)™ (z;) = 0.
=0

mj;—1

—u | 3 DA w0 ay) | € ulE).

=1

Donc u(y) — Z agjrj € u(F).
j€s
ii. Si S est vide, la méme technique faite a z;, montre que u(y) € u(F).
(c) Si z € F tel que u(y) = u(z), alors y — z estnon nul et y — z ¢ F, sinon y serait dans F. Donc
Vect(y — z) est un supplémentaire de F', d'ott E = F' & Vect(y — 2).

mj—l mj—l
(d) eSoitzx €c H= @  Fjtelquex = Z Z Bru® (z;), donc u(z) = Z Z Bruft(z;) €
JES,j<p—1 JES,j<p—1 k=0 jES,j<p—1 k=0
H.D'otvu(H) C H.
mj;—1

o uMr (1) = Z Z BT () = 0, car ut™» () = 0. Donc v (H) = {0}.
JES,j<p—1 k=0
a; Q;
oy — 2z = pa, uly — z) = apula) = Zaj:nj, donc u(a) = Z a—ij = Z —L2; + x,. Donc
JjeSs jes P j€Sj#p P
u(a) ¢ H, car sinon z,, serait dans H ce qui est absurde. u(a) € H & F),. Donc il suffit de montrer
que la famille (u’(a))1<i<m, est libre.
Soit 1, ..., Bm, des scalaires tels que :

Z Biu'(a) = 0.
i=1
Donc

mp s Mp s ™y
Z Biutt Z a—]xj = Z Z Biutt Z ;ij + Z ﬁiui_l(aﬁp) = 0.
i=1 p i=1

jes P i=1 jES,j#p =

mp mp Mp
Or Z Z Biutt Z &xj € H et Zﬁiuifl(xp) € F,, alors Zﬁiuifl(:cp) =0, donc 51 =
i=1 j€S,j#p jes 4P =1 =1
<. = Bm, = 0. Donc
H @ F, = H @ Vect{u(a),u*(a), ...,u™ (a)}.

(e) Onaa#0eta ¢ F,cary ¢ F,donc E = F @ Vect{a} et F = @ F; & F,. Donc
J#p
E=PF; @ F,® Vect{a} = P F; @ Vect{a, u(a), ...,u™ (a)}.
J#Pp J#p
4. C étant algébriquement clos, alors u admet au moins une valeur propre X. Donc v’ = u — A dg est non
inversible, donc il suffit de considérer I'endomorphisme «’.

5. e Le polynome caractéristique de A est :

X+1 1 0 0
0 X+1 0 0
0 —2 X 1
0 2 -2 X-3

xa(X) = = (X +1)X(X - 1)(X - 2)
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(en développant le déterminant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la premiere ligne).
-2 -1 0 0
0 -2 0 0
o 2 -1 -1
0o -2 2 2
-3 -1 0 0
0 -3 0 ©
0o 2 -2 -1
0o -2 2 1
0 -1 0
0 0 0
0 2 1

Ey(u) = ker(u — Idga) = ker = Vect(f1), f1 =1(0,0,1,—1).

Es(u) = ker(u — 2Idga) = ker = Vect(f2), f2="(0,0,1,-2).

0
0
—1

0 -2 2 4
Comme dim E_;(u) # 2 ( 2 est la multiplicité de —1 comme racine de x, ), 'endomorphisme u n’est

donc pas diagonalisable. Cependant, le Lemme des noyaux et le Théoréme de Cayley-Hamilton nous
permettent d’écrire :

E_1(u) = ker(u + Idca) = ker = Vect(ey), e; ='(1,0,0,0).

C* = ker(u + Ides)? @ ker(u — Idga) @ ker(u — 21dga).

Reste a donner une base de jordanisation correspondant a la valeur propre —1 : on a la suite de noyaux
itérés :

ker(u + Idca) € ker(u 4 Idea)?.
On détermine donc une base du supplémentaire U de ker(u+ Idc4) dans ker(u+ Idcs)?, c’est-a-dire tout

simplement ici un vecteur non nul f; de ker(u+Idcs)?\ker(u+Idgs). Pour cela, on calcule ker(u+Idcs)?,
tous calculs faits, on pose f4 ='(0,1, —1,1). On fait agir (u + Idc4) sur fy :

fa=(u+Idca)(fa) = (A+ I14) fs = (—1,0,0,0) € E_1(u).

1.0 0 O
. N o 02 0 O
On a donc la base de jordanisation % = (f1, f2, f3, f1) et ainsi J = Mat(u, %) = 00 -1 1 estla
00 0 -1
0 0 -1 0
réduite de Jordan de A ( a trois blocs ) et P = (1) (1] 8 | est la matrice de passage associée.
-1 -2 0 1

e On a u(ez) = ey, u?(e2) = e3, u3(e2) = eq et ut(ez) = 0. D'ott C° = Vect{es, u(ez),u?(ez),u(e2)} @
Vect{es}. La matrice de u dans une base adaptée a la décomposition précédente est de la forme :

O O O OO
OO OO+
OO O = O
O O = OO
O O O O O

( réduite de Jordan a deux blocs ).
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