DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°7
Correction
Partie I. Etude de la série harmonique

1. (a) Puisque f est une bijection de N* dans N*, alors la plus petite valeur que peut

2n

prendre la somme Z f(k)

k=n+1

est obtenue lorsque { f(k)/n < k < 2n} ={1,2,...,

Donc

> fk) =

k=n+1

i J— n(n+1)
2
k=1
(b) Soit (S,

»)n>1 la suite de somme partielles. On a

n(n+1) _ 1
B

k=n+1 k n+1
La suite (5,,),>1 est donc divergente, car si elle était convergente vers S, on aurait

lim u,, = 0. La série Z u,, est donc divergente.

n—o0

(c) On prend pour f 'application identique de N*. On obtient donc la série de terme

general qui est divergente.
1 1 1
2. Pourtout k € N*, il existe 6 €]k, k+1[tel que In(k+1)—In(k) = In'(9) = g € ] PR [,
donc pour tout k € N*,
1 1
—— < In(k In(k) < —.
k+1<n(+) n()<k

On a donc pour tout n € N*,

—In(n+1)+1In(n) <0.

Un+1

—UTL:
n -+
1

De plus, ona Z <In(n Donc la suite (v, )nen+ est a termes positifs.
k=2

SNE
k=1
La suite (v;,)nen+ décroissante et min

3. (a) Pourtoutt € [k, k+1],ona

k+1)32 =

ou encore

(k+1)2 —

D’ou, pour tout entier £ > 2,

e

1
I G G
(k+1)2 — 2 = k¥’

k=1
orée converge vers une limite 7.

1
donc

1 </k+1dt< 1
L 12T k2

1 1

k

1
E+1

< <

1
K2

1
<_
k2

FT
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(b)

(©)

o0

1
L’expression Z — est le reste d"une série de Riemann convergente, donc lim Z =)

n—o0
k=n
0.
En utilisant les inégalités précédentes pour k variant de n + 1 a NV on obtient :
N

1 1 1 1 1

- < < N

n N+1_§k2_n—1 N’

k=n
— 1 — 1 1
Onadonc 117?1 n Z i 0. Autrement dit, ; w2 est équivalente a ~au voisinage
=n

de +o0.

Les hypotheses sur les deux suites (a,)nen €t (by)nen entrainent 1'existence des
restes des deux séries.

Ay ~ by, <= Ve > 0,Vng € N,Vk >ng: (1 —e)br < ap < (14 ¢)by.

Onaalors, Vm > n > ng:

(1=2) ) <> ar<(1+2)) b
k=n-+1 k=n k=n

ce qui donne, en faisant tendre m vers 'infini :

Vn > ng, (1—¢) Zbk<2ak (1+¢) Zbk
et par conséquent :

[eS) [eS)
E bka E Qg .
k=n k=n

1
v, représente la somme partielle d’ordre n de la série de terme général b,, = — +

n
In(n — 1) — In(n) pour n > 2avecv; = 1.0na

b=+ 41— 2 —1 (-
n=—4+h(l—-=|=—+0(—=].
n n 2n? n?

g 1 . -1
Donc b,, est équivalent a PeR Mais v — v, = Z bi. En prenant a, = 57 la
k=n+1
o0
question précédente permet de conclure que v — v,, est équivalent a —3 Z ay,
k=n+1

N -
donc a —3,, au voisinage de +oo.
n
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(e)

L’entier n étant suffisamment grand on peut admettre que 'erreur commise, lors-

1
qu’on prend comme valeur approchée de v la valeur v,, est de 'ordre de o
n

4. Application :

(a)

(b)

) 1 ) . .
Soit z € 10, - { On sait que la suite (s, — In(n)),>1 est décroissante et converge
. >

vers 7, donc pour tout n € N¥,
Sp —In(n) >~

ce qui implique
u, < 2 Tn(n)

tn(z

car I'application t + x! = ¢!(*) est décroissante pour > 1. Or

L) _ ey dn(n)

et
xln(n) _ eln(x) In(n) _ eln(n) In(z) _ nln(z)

Finalement, 272" = 27p!n@) donc

1
v
O<u, <w n—In(z)

1 1
etz < — implique — In(z) > 1. Donc la série de terme général — g ©stune série
e n— n(x

de Riemann convergente. Dong, il est de méme de la série de terme général w,,.

: 1 : (o o
Soit x = —. La suite de terme général s,, — In(n) est convergente et a pour limite ~.

€
Il existe donc une suite (g,),>1 qui tend vers 0 vérifiant

sp=In(n) +v+e,.
N /"™ 2N /1N /1) 1\ 1
un: —_ ey — —_ — — f— i _7
e e e e e e n
1 il
lim nu,, = (—) )
n—oo e

En utilisant la regle de Riemann, on voit bien que la série Z uy, est divergente.
neN*

Donc

etdon on a

1 1\ . L. .
Pour z > —, Uy > | — . DOI’IC, par comparaison, la série E Unp, dlverge.
e e
neN*

Partie II. Etude de la série harmonique alternée
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1. (a) Montrons que les deux suite suites (S, )nen+ €t (S2,+1)nen sont adjacentes. En ef-
fet, ona:
Vn € N, Sony1 = Son — |tans1| < Son,

et
Vin € N*7 52n+2 - SQn = |u2n+2| - |u2n+1| S 0.

Donc (S, )nen+ est croissante, de méme , la suite (Ss,,11)nen €st décroissante et

1
lim (Sgn — Sgn+1) = lim

ce qui permet de conclure.

(b) Les suites (S, )nen+ €t (S2n+1)nen étant convergentes et de méme limite, donc la
suite (S5, )nen+ est elle aussi convergente vers la méme limite.

2. (a) Soitn un entier naturelet¢ € [0,1]. Ona:

fult) = Y-y = LR

k=0

1 noo1 no ok
b) Par la linéarité de l'intégrale L(t)dt = —Dktrde = ﬁ =5,.
(b) g f
0 =0 /0
Or

1 gt . 1 yntl B .
/Ofn(t)dt: i 1—+t+(—1) /0 dt =1n(2) + (—=1)"1,.

Donc
Sn=1n(2) + (=1)"1,.

3. Sur l'intervalle [0,1], on a
thrl

0<

< tn+1 )

1
Donc0 < [, < T d’ou lim 7, = 0. On en déduit
n

2 n—o0
(Df A
—~k+1  Jy 1+t n(2).
: . (. g ]
Partie III. Etude de la série de terme général —
n

1. Puisque ¢ # 2k, alors e' # 1 et par conséquent :

n
ikt al—e
e = ¢ .
1 —ett

k=1

int  —int int sin —
€? €2 7€ in+1)l 2

it —it it )
e2 e 2 —ez2 . t
sin | —
2
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3.

et

t t t
n eikt) B cos(n + 1)5 sin & 1 sin(2n+ 1)5
1

2 L Ty
[t a 2+ [t
S11n — S11 —
2 2

Pour t = 0, comme cos(kt) = 1 pour tout entier naturel, on obtient ¢, (0) = n.

Cn = Zcos(k:t) =Re (
k=1

k=

™ t2
Une intégration par parties, montre que, pour tout n € N¥, / (2— - t) cos(nt)dt =
0 ™
1
— . Gréce a la linéarité de l'intégrale, on obtient :
n
™ t2 n m t2 n 1
— —t ) e, (t)dt = — —t ) cos(nt)dt = —.
[ G )ome 3 [ o) om0

n

e L e N~ L [T :
D’apres ce qui précede, on peut écrire kz:; =i /o (% - t) kz:; cos(kt)dt, mais
t t t
cos(n + 1)—sinn— 1 1sin(2n+1)3
cos(kt) = 2 2 _ = 2

- e AN
k=1 sin [ — sin [ =
2 2
donc

. t . t
ii—/ﬁ ﬁ_t __1+lsm(2n+1)§ dt—ﬂ_2+1/7r ﬁ_t sm(2n—|—1)§dt
5 = _= = ———=dt.
n 0o \ 27 2 2 <t> 6 2J, \27 , (t)
k=1 sin Sin 3

3

(a) et (b) Montrons le résultat suivant (lemme de Riemann ) : Si u est une fonction de classe

% sur un intervalle [a, ], alors :

b b
lim u(t) sin(At)dt = lim u(t) cos(At)dt = 0.

A—400 a A—400 a

En effet, une intégration par parties donne

/ab u(t) sin A\tdt = % {u(a) cosa — u(b) cos(\b) + /ab u'(t) cos Atdt} .

En utilisant I'inégalité triangulaire, le fait que V¢ € R, |cost| < 1 et 1'inégalité du
b
/ u(t)dt

/abu(t) Sin(/\t)dt‘ < |—i\| (|u(a)| + |u(b)| + /ab |u’(t)dt|> ’

b
cours < / |u(t)|dt, on obtient la majoration
a
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b
C
donc une inégalité de la forme / u(t) sin()\t)dt‘ < —, ot C est une constante

R

indépendante de n, ce qui permet de conclure.
Il est clair que f est de classe ¢! sur |0, 71] et que V¢ €]0, 7],

t t 12 t
(1——) 2sin§ — (t— 2—) cos§
T T
f(t) = :

t
-2 e
S1n 5
o liréq+ f(t) =2, donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
t—
-1
. lirrzr f'(t) = —, donc f est dérivable en 0, donc de classe ¢* sur [0, 7], d’apres
t—0 (s

le théoreme du prolongement de la dérivée.
On obtient, en utilisant le résultat précédent ( lemme de Riemann),

=1 1 2 m 2n + 1)t 2
Zﬁ:hm — =" 4 lim f(t)sin(n+ >dt:7r—.

n—o00 k2 §) n—oo Jo 2 6
k=1



