DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°8
Correction

Partie I. Produit de convolution

1. La fonction t — ¢(t) f(z — t) est ciontinue sur R et nulle hors de [—a, a]. Elle est donc inté-
grable sur R et

+o0 ta
/ () f(x — 1)dt = / (1) — 1)t

— 00 —a

ce qui prouve que (¢ * f)(z) existe pour tout = € R. De plus

+a

(f+)x) = / () f(x — t)dt 1)
r+a

- / o — ) (u)du @)

— [ el ©)

= (px f)a) )

2. (a) La fonction g, dont la restriction a [—1, 1] est polynomoiale et continue sur R puisque
gn(1) = gn(—1) = 0. Son support est [—1, 1] et g,, est de classe €1, car 1 et —1 sont des
racines d’ordre n de (1 — 22)™.

(b) Ona
+oo 1
/ gn(t)dt = / (1—tH"dt = a,

—00 —1

Le réel a,, est positif, car (1 — ¢?)” > 0. Un changement de variable ¢t = cos u donne une
intégrale de Wallis. Dong, la fonction h,, vérifie la condition demandée.

Partie II. Convergence uniforme

1. Remarquons que

1 1
an:2/ (1—t2)”dt22/ (1—t)"dt =
0 0

n+1

Dong,sid <z <1
n+1

2

La suite (uy)nen converge vers 0, car 0 < 1 — §% < 1. Donc lim sup h,(z) = 0 La fonction
=00 pels,1]

0 < hp(x) <u, = (1—0%)"
hy, étant paire, on a également

lim sup hy(z)=0

N0 pe[—1,-4]

2. Utiliser théoreme de Heine : Toute fonction continue sur I, elle y est uniformément continue.
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1
3. (a) Comme/ hn(t)dt =1,0on a
-1

1

F@) = (o @) = [ (7(@) = £ = ODha(O)

-1
(b) Soite >0et0 < <1ltelque|t| <d = |f(z)— f(x —t)] <e.Ona

=’ 0

(F(2) — fla— 1) ha(t)dt + / (F(2) = fla—t)ha(t)dt

—0

/_1 (f(@) = flz =) hn(t)dt = /

1 -1

1
+ /5 () — Fla — 1) ha(t)dt.

Notons I, I, I3 ces trois intégrales et M = sup | f(z)].
xel
o il existe n; tel que sin > n; (la questionII.1)

-5
L] = '/ Flz—t)h n(t)dt‘ < 2M/ h %
-1
e il existe ny tel que sin > no (la question IL.1)
|I] = ‘/ F(@—1)hn dt‘<2M/ g
o il existe n3 tel que si n > n3 (la question 11.2)
e [? €
| 1] = ‘/ (x — t))hn(t)dt‘ < / hy(t)dt < —.
3/ s 3

Dong, si ng = max(ni,na,n3), sin > ng, et pour tout x réel

[f (@) = (hn * f)(2)] <.

. 1 S
4. Siz,te [—2 2] x —t € [—1,1] ce qui implique que
gz —1) =1~ (z—1)*)"
donc )
1 L [ 2 2\n
|z| §§:>(f*hn)(m):— 1f(t)(l—t + 2zt — x%)"dt
ap J=1
2

ce qui donne un polynéme P, de degré inférieur ou égal a 2n.
5. (a) Il suffit de définir f; de fagon affine sur [c, a| et [b, d]. Soit

z € [c,a] = fi(z) = (z — c)j(_a)c

€bd = fi(z)= (v — d)bg(_b)d
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11
(b) On compose f; par une application affine qui envoie [— 3 2} , soit

et (d—c)(t+1) our=LtptzC
r =cC C 9 (¢} —2 d_C

11
(c) La fonction f des définie sur [—2, 2] . On peut lui appliquer les résultats précédents :
il existe une suite (P,),en de polyndmes telle que pour tout ¢ > 0, il existe ng tel que
n > ng implique
sup | Pult) — (1)) < <.

11
te[-3,3]

Posons

On a alors

sup |Qn(z) — fi(z)| <e

z€[e,d]

et donc nécessairement

sup |Qn(z) — g(z)| <e.
z€[a,b]

Partie III. Applications

1. Puisque tout polyndme est combinaison linéaire de mondmes, on a pour tout polyndéme P :

b
/ P(t)f(t)dt = 0. D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une suite de polynomes

(Pp)nen qui converge uniformément vers f sur [a, b]. On a alors pour n € N :

b b
0< [(@)de = [ (1) = Pae) Sa)dn < 6= ) = Pullcl 1
b
Comme la suite (|| f — P, |0 )nen tend vers 0, on déduit / (f(x))%dx = 0, d’ots, puisque f est

continue sur [a,b], f = 0. Ceci montre, en particulier, que I'orthogonal de R[X] est réduit a
{0}.

2. Par le théoreme de Weierstrass, il existe une suite (Q),,)ncn de fonctions polynomes telle que
| f — Qnl|o tend vers 0 quand n tend vers a 'infini. On alors

n—oo

i [ Qu(t)dt = / " Hoy

1 b b

Posons P, (t) = Qn(t) — b/ Qn(t)dt. On vérifie sans peine que / P,(t)dt = 0 et que
—aJq a

| f — Pnlloo tend vers 0 quand n tend vers oco.
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