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EXERCICE 1

1. La fonction (x, t) 7→ ln(1+x2−2x cos t) est continue sur [−π, π]×]−1, 1[, puisque 1+x2−2x cos t > 0
sur [π, π]×]− 1, 1[. De plus elle admet une dérivée partielle par rapport à x

(x, t) 7−→ 2(x− cos t)

1 + x2 − 2x cos t

continue sur [−π, π]×]−1, 1[. Par application le théorème de cours, la fonction F est donc continue
et dérivable sur ]− 1, 1[, et on a :

F ′(x) =

∫ π

−π

2(x− cos t)

1 + x2 − 2x cos t
dt.

2. Par le changement de variable u = tan( t2), on obtient, pour x 6= 0 :

F ′(x) =

∫ +∞

−∞

2x− 21−u2
1+u2

1 + x2 − 2x1−u2
1+u2

2du

1 + u2

= 4

∫ +∞

−∞

(x− 1) + (x+ 1)u2

((x− 1)2 + (x+ 1)2u2)(1 + u2)
du

=
2

x

∫ +∞

−∞

(
1

1 + u2
+

x2 − 1

(x− 1)2 + (x+ 1)2u2

)
du

=
2

x

[
arctanu+ arctan

(
x+ 1

x− 1
u

)]+∞
−∞

= 0

3. Comme F ′(0) = 0, alors F est constante sur ]−1, 1[ et puisque F (0) = 0, alors ∀x ∈]−1, 1[, F (x) = 0.

4. Si |x| > 1, alors
1

x
∈]− 1, 1[ et donc :

0 = F

(
1

x

)
=

∫ π

0
ln

(
1− 2

x
cos t+

1

x2

)
dt =

∫ π

0

[
ln(1− 2x cos t+ x2

]
−ln(x2))dt = F (x)−2π ln |x|.

D’où F (x) = 2π ln |x|.

Remarque : Si x = 1, pour tout réel t ∈ [−π, π] on a x2− 2x cos t+1 = 2− 2 cos t = 4 sin2
t

2
. La fonction

θ 7→ ln

(
4 sin2

t

2

)
est continue sur [−π, 0[∪]0, π] et quand t tend vers 0

ln

(
4 sin2

t

2

)
= 2 ln 2 + 2 ln

∣∣∣∣sin t2
∣∣∣∣ ∼ 2 ln

∣∣∣∣ t2
∣∣∣∣ ∼ 2 ln |t| = o

(
1√
|t|

)
.

On en déduit que la fonction θ 7→ ln

(
4 sin2

t

2

)
est intégrable sur [−π, π] et donc que F (1) existe.

Finalement, F est définie sur [0,+∞[ et par parité F est définie sur R.
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1. La fonction (t, x) 7→ ϕ(t, x) =
√
|1− x cos t| est continue sur [0, π] × R, donc t 7→ ϕ(t, x) est inté-

grable pour tout x ∈ R et f est continue sur R.

2. On calcule f(−x) en posant u = π − t :

f(−x) =
∫ π

0

√
|1 + x cos t|dt = −

∫ π

0

√
|1− x cosu|du

=

∫ π

0

√
|1− x cosu|du = f(x).

3. La fonction x 7→ ϕ(t, x) est deux fois dérivable ]− 1, 1[ avec :

∂ϕ

∂x
(t, x) =

− cos t√
1− x cos t

et
∂2ϕ

∂x2
(t, x) =

−(cos t)2

4(1− x cos t)
3
2

.

Donc f est bien deux fois dérivable sur R avec :

f ′(x) =

∫ π

0

− cos t√
1− x cos t

dt

et

f ′′(x) =

∫ π

0

−(cos t)2

4(1− x cos t)
3
2

dt.

On peut alors calculer :

4x(x2 − 1)
∂2ϕ

∂x2
(t, x) + 4(x2 − 1)

∂ϕ

∂x
(t, x)− xϕ(t, x)

=
−x(x2 − 1) cos2 t− (x2 − 1) cos t(1− x cos t)− x(1− x cos t)2

(1− x cos t)
3
2

=
−x(cos2 t+ 1) + 2 cos t

(1− x cos t)
3
2

.

Or, on vérifie que

R(t, x) =
∂

∂t

(
2 sin t√

1− x cos t

)
=
−2 cos t(1− x cos t)− sin2 t

(1− x cos t)
3
2

=
−x(cos2 t+ 1) + 2 cos t

(1− x cos t)
3
2

.

D’où l’égalité :

4x(x2 − 1)
∂2ϕ

∂x2
(t, x) + 4(x2 − 1)

∂ϕ

∂x
(t, x)− xϕ(t, x) = R(t, x),

qui implique bien l’égalité cherchée par intégration en t sur [0, π].

4. Puisque ∫ π

0
R(t, x)dt =

[
2 sin t√
1− cos t

]π
0

= 0,

on en déduit bien que f vérifie l’équation différentielle :

4x(x2 − 1)f ′′(x) + 4(x2 − 1)f ′(x)− xf(x) = 0.
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EXERCICE 3

1. La fonction (t, x) 7→ ϕ(t, x) = e−x sin t est continue sur
[
−π
2
,
π

2

]
× R, donc ∀x ∈ R, t 7→ ϕ(t, x)

intégrable sur l’intervalle
[
−π
2
,
π

2

]
et f est continue sur R.

2. La fonction ϕ admet une dérivée partielle par rapport à x sur
[
−π
2
,
π

2

]
× R avec :

∂ϕ

∂x
(t, x) = − sin te−x sin t.

Donc f est bien dérivable sur R avec :

f ′(x) = −
∫ π

2

−π
2

sin te−x sin tdt.

3. La fonction
∂ϕ

∂x
admet une dérivée partielle par rapport à x sur [−π

2 ,
π
2 ]× R avec :

∂2ϕ

∂x2
(t, x) = x sin2 te−x sin tdt.

Donc f est bien deux fois dérivable sur R avec :

f ′′(x) =

∫ π

2

−π
2

sin2 te−x sin tdt.

On intègre par partie l’intégrale définissant f ′, en posant :

u(t) = e−x sin t, u′(t) = −x cos tex sin t, v′(t) = − sin t, v(t) = cos t,

et on obtient :

f ′(x) =
[
cos te−x sin t

]π
2
−π
2

+

∫ π

2

−π
2

x cos2 te−x sin tdt

= 0 +

∫ π

2

−π
2

x(1− sin2 t)e−x sin tdt = xf(x)− xf ′′(x).

4. En suivant les mêmes étapes, on trouve que g vérifie l’équation différentielle :

xg′′(x) + g′(x)− xg(x) = 0,

avec les conditions initiales g(0) = π et g′(0) = 0. On en déduit que f = g, puisque f vérifie la
même équation différentielle avec les mêmes conditions initiales.
En effectuant le changement de variable t = u − π

2
dans l’intégrale définissant g, on peut voir

directement que g = f .

• • • • • • • • ••
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