DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°10
Correction

EXERCICE 1

1. Lafonction (x,t) — In(1+22—2x cost) est continue sur [—7, 7] x] —1, 1, puisque 1422 —2x cost > 0
sur [m, 7] x] — 1, 1[. De plus elle admet une dérivée partielle par rapport a x
2(x — cost)
1+ 22 — 2z cost

(,t) —

continue sur [—m, 7] x| — 1, 1[. Par application le théoreme de cours, la fonction F' est donc continue
et dérivablesur | — 1,1[,etona:

Fl(z) = /’T 2(x — cost)

~ 1+ 22 —2xcost

2. Par le changement de variable u = tan(%), on obtient, pour z # 0 :

F'(z) =

.2
/+°<> 22 —217%  2du

—oo 1+x2—2x;33 1+ u?

too (z— 1)+ (z + 1)u?
4/_00 (@ =12+ (2 + )22) (1 1 &)

/+<>° ! + -1 du
oo \1+u?2  (z—1)24 (x+1)2u?

1 \]™
[arctanu + arctan <$ + )] =0

m—lu

du

8N 8w

—00

3. Comme F’(0) = 0, alors F est constante sur | —1, 1 et puisque F(0) = 0, alors Vz €]—1, 1, F(z) = 0.

1
4. Si|z|>1,alors — €] —1,1[ et donc:
x

X

1 4 2 1 i
0=F () = / In (1 - cost + ac2> dt = / [In(1 — 2z cost + 2°] —In(z?))dt = F(z)—27 In|z|.
0 0

D'ou F(z) = 27 In|z|.

. . .ol .
Remarque: Siz =1, pourtoutréelt e [—m, m]ona x? —2xcost+1=2—2cost = 4sin? ~. La fonction

t
6 — In (4 sin? 2> est continue sur [—, 0[U]0, 7] et quand ¢ tend vers 0

t‘ 21n |t (1 >
— | ~ n = 0 .
2 vald

t
On en déduit que la fonction 6 — In (4 sin? B est intégrable sur [, 7] et donc que F'(1) existe.

In <481n2 ;) =2In2+2In

t
sin' ~ 21n
2

Finalement, F’ est définie sur [0, +-00] et par parité F est définie sur R.

EXERCICE 2
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1. La fonction (t,z) — ¢(t,x) = /|1 — zcost| est continue sur [0, 7] x R, donc ¢t — ¢(t,z) est inté-
grable pour tout x € R et f est continue sur R.

2. Oncalcule f(—x) enposantu = m —t:

:/ \/\1+:ccost|dt:/ V|1 — x cosu|du
0 0
:/ V|1 —xcosu|du = f(x)
0

3. La fonction z — ¢(t, z) est deux fois dérivable | — 1, 1] avec:

%(t ) = —cost
or " \/1—zcost
et ) )
0 f(t ) = —(cost) Ny
Ox 4(1 — x cost)2

Donc f est bien deux fois dérivable sur R avec :
™
— t
o) = / _—eost g
0 1 —xcost

et

" _ N _(COSt)Q
i (z) —/0 —4( %dt.

1 —xcost)
On peut alors calculer :
12? — )220 2) + 42 - V22 (1 2) — w(t, 2)
dx? oz’ ’

—z(2? — 1) cos®t — (22 — 1) cost(1 — wcost) — 2(1 — z cost)?

(1-— xcost)%

—x(cos?t + 1) —i—QCost

(1 —xcos t)
Or, on vérifie que
Rit.z) — 9 ( 2sint ) _ —2cost(l —xcost) —sin’t  —xz(cos?t+1)+ 2cost
’ Ot \V/1 -z cost (1— zcost)? (1— xcost)?
D’ou I'égalité :
0? 0
dr(® — D)2t 2) + 422 — 1) L2t 2) — 2p(t,x) = R(t, z),

dx? oz
qui implique bien 'égalité cherchée par intégration en ¢ sur [0, 7].

4. Puisque
/Rtmdt { 25in ]ﬂ—o
v1—cost 0_ ’

on en déduit bien que f vérifie 'équation différentielle :

4z (2? — 1) f"(z) + 4(2® = 1) f'(z) — 2f(2) =
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EXERCICE 3

1. La fonction (t,7) + ¢(t,x) = e 51 est continue sur [—g,g} x R, donc Vo € R, t — ¢(t,z)

intégrable sur l'intervalle [—g, g} et f est continue sur R.

2. La fonction ¢ admet une dérivée partielle par rapport a = sur [— g, g] x Ravec:

—xsint

dp .
%(t,x) = —sinte

Donc f est bien dérivable sur R avec :
f(z) = —/ sin te” St dt.

.0 . . S
3. La fonction 8—90 admet une dérivée partielle par rapport a x sur [-7, 5] x Ravec:
x

0? .
8—;5@, x) = zsin® te TS tde,

Donc f est bien deux fois dérivable sur R avec :

™

3 .
() :/ sin? te =750t (¢,

™

2

On integre par partie 'intégrale définissant f’, en posant :
u(t) = e @5 4/ (t) = —zcoste® Bt o/ (t) = —sint, v(t) = cost,

et on obtient :

™

2 2, —xsint
T cos” te dt

f(z) = [coste_“int]ér + /7r

2

3 .
=0+ / z(1 —sin®t)e "5 dt = x f(2) — zf"(2).
ER

4. En suivant les mémes étapes, on trouve que g vérifie 'équation différentielle :

rg"(x) + ¢'(x) — zg(x) = 0,
avec les conditions initiales g(0) = 7 et ¢'(0) = 0. On en déduit que f = g, puisque f vérifie la
méme équation différentielle avec les mémes conditions initiales.
En effectuant le changement de variable ¢t = u — 5 dans l'intégrale définissant g, on peut voir

directement que g = f.
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