DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

(a)

(b)

(©

(d)

Devoir libre n°11
Correction

1-Etude de I(f) sur quelques exemples simples

La fonction t — (@)t egt intégrable sur |0, +o0 si, et seulement si, a — = < 0, donc f; € E,
I(f) =]a,+ool et o1(f) = a.

On a |fao(2)e | = el@ @)%, donc t — fo(t)e™ ™ est intégrable sur |0, +oof si, et seulement si,
a—x<0,dou fa € E, I(f2) =|a,+oo[ et o(f2) = a.

1
Siz > 0,t+— t% ! est continue sur [0, +oo| et t% *" = o <t2>' donc t — f3(t)e " est

intégrable sur |0, +oo].
Siz <0,t% " > t* pour tout ¢t > 0, donc ¢t — t"e~*' n’est pas intégrable sur |0, +oo|.
Donc f3 € E, I(f3) =]0,+o0| et o(f3) = 0.

Siz>0,ona:

< efxt

sint
ef:pt
e

xt

sint
Donc ¢t — e~ IT est intégrable sur |0, +o0.

. T gint .
Siz =0, / Tdt est non intégrable, en effet, on a :
0

(n+1)7r |Slnt| 1 (TL+1)7F 2
/ dtz/ |sint|dt > ————
nm t (n+ 17 Jor (n+ )7

o0 | sint|

dt est di-

Comme la série harmonique est divergente, ceci montre que l'intégrale /

0
vergente.

Pour z < 0, posons
(n+1)m sint
up () :/ et 20 gy
n

t
T
Alors
lun| = |(=1)" / " e—f'f(t“”f)ﬂdty — / " —atnm SOt
0 t+nm 0 t+ nm
—ITNm nm —xnm

e/ sintdt = 267
(n+1)m Jo (n+)x

Ainsi lim |u,,| = +00.
noo

On a donc trouvé une suite z,, = nr telle que lim x,, = +oo et
n—oo

Tn+1 int
lim / e_xtsmdt' =400
Tn

n—oo

t

Posons X
int
H(x):/ e—at2T gy
0 t

La suite (H (xy,))nen n'est donc pas une suite de Cauchy, et donc H n’admet pas de limite en
+o0.
En conclusion, f5 € E, I(f) =]0,+oo] et o(f) = 0.
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0, si0<t<1
2. (a) Soit f la fonction définie par f(t) = 1 §it>1 alors f € E, I(f) = [0,4+00[ et
t727 =
o(f) = 0.
(b) f(t) =€, I(f) =0, car pour z € R et pour ¢ assez grand |f(t)e™*| > %

@© f(t) = e, f € EetI(f) =R, car la fonction t —» f(t)e " est continue sur [0, +oo| et

1
If(t)e ™| =0 -z | quand ¢ tend vers +oo.

2-Etude de I(f) dans le cas général
1. Sizg € I(f), alors t — f(t)e~*°! est intégrable sur |0, +oo, donc si z > z, alors
|f(H)e ™ < [f(t)e™ ™

etdonc t — f(t)e * est intégrable sur |0, +oo[, d’ou z € I(f).
2. Onen déduit I(f) = [o(f), +oo[ si o(f) € I(f) et I(f) =Jo(f), +o0[ si a(f) & I(1).

3-Propriétés de la transformée de Laplace

1. TRANSFORMEE D’UNE DERIVEE

(a) Soient z € R, (¢,4) € (R%)%, onat — f(t) ett — e sont ¢! sur [e, A], donc une
intégartion par parties donne

A A
/ flte " dt = [f(A)e™™" — f(e)e "] + CC/ f(t)e *tdt.

Or d’apres les hypotheses, les fonctions f et f’ admettent chacune une limite a droite en 0,
d’ot1 en faisant tendre € vers 0, on obtient :

A A
% / ef:pt — efo_ + T efxt )
(+) /O (et = [f(A) £ + /0 f(t)e"tdt

(b) Siz > max(o(f),o(f"), t — f'(t)e " ett — f(t)e *' sont intégrables sur |0, +oc], alors la
relation () précédente permet d’affirmer que A — f(A)e~*4 admet une limite [ en +oc.
Sil # 0, alors f(t)e ™" ~ [ quand ¢ tend vers +oo et par suite t — f(t)e”*" serait non
intégrable sur |0, +oo], ceci est absurde donc [ = 0. En faisant tendre A vers +oo, il vient
G(z) = zF(z) — f(0") ou encore

Z(f)(@) = x2L(f)(x) — F(0T).

(c) Théoréme de la valeur finale : la fonction f est bornée sur [0, +-00[, donc pour z > 0 la fonction
t — f(t)e " est intégrable sur |0, +ool. Ecrivons

“+oo
zF(x)—1= /0 z(f(t) — e *dt.

Soit M un majorant de ¢t — | f(t) — [| sur [0, +-00[. Pour tout A > 0, on peut alors écrire

wF(z)— 1] < /OAxe—xt(f(t)Z)dt‘+ /;Oo:z:e_“(f(t)l)dt‘
< M /O " petar /A +Oozre_”(f(t)—l)dt‘
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Soit € > 0, fixons A > 0 tel que |f(t) — | < e désquet > A, donc
l2F(z) — 1| < M(1—e ™) 4+ ge®4,

et par conséquent
limzF(x) = lim f(¢).

z—0 t——+o0

(d) Soit H(x) = / %dt avec x > 0. H est ¢! sur [0, +-00[ et admet une limite finie en +oo,
0
donc bornée sur [0, +oc[. Pour tout = > 0, la fonction t — H (t)e~*! est intégrable sur |0, +-o0|
et, 1121 H(t)e~*" = 0, donc par une intégration par parties
—+00

+oo +oo
Vo >0, / ft)e “dt = x H(t)e *dt
0 0
d’out
Z(f)(z) = xZ(H)(x)
La transformée .Z(H) est définie au moins sur |0, +-o00[ et continue sur |0, +oo[ : en effet, si on
fixe zo > 0, la fonction t — H (t)e %! est intégrable sur |0, +oo| et une domination évidente

montre la continuité de .Z(H) sur [z, +0oo[. Grace a (x), on déduit la continuité de .Z(H) et
donc de Z(f) sur |0, +o0].

En fin o
20 = [ p0dt = T 10) = lim 22 (1) = i 2(7)(2).
oo sint
(e) D’apres ce qui précede la fonction ® : z — /0 e‘mtTdt est continue sur [0, +oo[. Mon-
trons que ® est ¢! sur |0, +o00|, en effet, posons g(z,t) = e 6 gz(:c, t) = —e “'sint
etsiz >aona
gz(ac,t)‘ <e
ceci prouve que ® est ¢! sur [a, +-oo[ pour tout a > 0, donc sur ]0, +-oo] et
/ T et 1
(IJ(m):—/O exsmt:—m.
_sint

Donc ®(z) = ¢ — arctanz. Or lim &(z) =0, car
T—+00

1
e < e ** et donc |®(x)| < —, ainsi
X

c= g, douVz >0, ®(z)= g — arctan x et comme lirr%) ®(x) = (0), alors
T—

+00 o3

t
[y
0 t 2

2. DERIVABILITE D’UNE TRANSFORMEE DE LAPLACE

(a) pour tout n € N, les applications

¢n: [n,n+1]x]o(f), 400 —C
(x,t) — f(t)e %t

et

Classe: MP2 3/6 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

- [n7n+ 1]X]U(f)v+oo[ — C
(x,1) — —tf(t)e %

sont continues, donc U, est ¢! et Vz > o(f),

n+1
Un(z) = — / LF(t)e"dt
(b) Soit (a,b) € R? tel que o(f) < b < a. Alorspour z > aett > 0,0na

Lf(H)e ™ <t f(t)]e < |f(t)|e Pte (@70,

La fonction t — te~ (@Y étant continue sur [0, +oo[ et tend vers 0 a I'infini, donc elle est
bornée par une constante positive K, d’ou

tf(t)e | < K|f(t)|e "
(c) Vz > a,ona

U ()] g/ £ (t)e _”]dt<K/ Je~dt = Ku,,

n+1
avec v, = / |f(t)|e~dt. La série Z vy, est convergente, car
n

n n 400
S, = = e btdr < t)le bt
kz%vk /0 F®)le _/O F(®)e

donc la série E U, est normalement convergente sur [a, +oc[. On a donc

— Vn €N, U, est €' sur |o(f), +ool.

- La série Z Uy, converge simplement sur |o(f), +-o00[ vers F.

— La série E U, converge normalement sur [a, +0o0|.

Donc F est ¢! sur |o(f), +oo] et pour tout x > o(f), F'(z) = i U'(z) = /Jroo(—tf(t))extdt.
0

3. LIMITE A L'INFINI D'UNE TRANSFORMEE DE LAPLACE

(a) Soit A > 0, f est continue sur [0, A, donc bornée sur [0, A] et il existe M > 0 tel que Vt € [0, A],
|f(t)| < M et par suite

A A +o0o
/ ft)e ™ dt <M / e dt < M / e Ut = —
0 0 x

Donc lim / f(t)e ™ dt =

T—r+00

(b) Soita > o(f) fixé etz > a,alorsona:

7 e < [T e e < ot [ e

A A A
+oo
Comme lim €@ %4 =0, il vient lim f(t)e "tdt = 0.
r—+00 T—+oo [ 4
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+o0o
(c) On en déduit que lim f(t)e *tdt = 0.

z—+00 [
4. IN]ECTIVITE DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE
(@) 1i. Soitx € I(f)eta > 0,alors:

oo
Hetra) = [ et
+o0
= / e f(t)e dt
0
+o0
= / g (t)e dt
0
400
= e tg)F® +a / g(B)eatdt
0

+oo
= a/ g(t)e tat
0

car lim e %g(t) = 0 (g est bornée sur |0, +oc.)
t—+o00

ii. Soit n € N. Puisque pour tout z € I(f), Z(f)(x) = 0, on a en particulier, pour tout
x € I(f)eta > 0fixés Z(f)(xz + (n+ 1)a) = 0. En remplagant a par (n + 1)a dans i), on
obtient

L)@+ (n+1)a) = (n+1)a/+°° e~ Dat (1)t — (4 1) /Olu”g (-1“&“> du,

0

en posant u = e~ %. D’out

iii. Soit h I'application définie sur [0, 1] par :

g <—lnu> si u €]0,1]

a

/+ e f(v)dv si u=0.
0

1
est continue sur [0, 1] et donc Vn € N, / u"h(u) = 0 et d’apres le théoreme de Weirstrass

0
h est nulle sur [0, 1]. En effet, puisque tout polyndme est combinaison linéaire de mo-
b

ndmes, on a pour tout polyndéme P : / P(t)h(t)dt = 0. D’apres le théoreme de Weiers-

a
trass, il existe une suite de polyndmes (P,),en qui converge uniformément vers h sur
[1,0]. On a alors pour n € N:

b b
0< / (h(x))2dz = / (h(x) — Pala) h(@)dz < (b — a)[[h — Pa o | loo

b
Comme la suite (|| — P, ||oc)nen tend vers 0, on déduit que / (h(x))*dx = 0, d’on,
puisque h est continue sur [1,0], h = 0 puis g = 0. ‘

(b) Puisque g = 0 et que V¢ > 0, ¢'(t) = e~ ** f(t), on conclut que f = 0.
q q q

Classe: MP2 5/6 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

4-Résolution d’une équation différentielle du second ordre
1. Soit une solution et F' = .Z(y). On a
L) (x) =22 (y)(z) — y(0) = 2F(z) + 3

et
Z(y") () = 2*F(z) = (2y(0) +¥/(0)) = 2*F(x) + 3z — 5

on a donc par linéarité de la transformée de Laplace

ZL(y")(x) = 3Ly ) (w) + 2L (y) = 4L (c*) ()

donc A
(22 =3z +2)F(z) + 3z — 14 = ——
T —2
donc
—322 4+20r —24 -7 4 4 . o o
F(x) = = = — 4 4t
@) = @22 a1t o e - ZTe e (@)
par l'injectivité de la transformée de Laplace, on obtient
y(t) = —7et + 4e® + 4te?t.
2. En appliquant la transformée de laplace a (s) on obtient
1
& 25°.% =
sZ(@)(s) + 2822 (9)(s) = —

sZ(x)(s) +22(x)(s) = ZL(y)(s) = -

D’ou

252 +2s+1 1 1 1 1
A = . _ _ '
(1/‘)(8) S(S+1)(2S2+4S+1) S+S+1 s — o S_B
Donc
x(t) =14+ et et _ eﬁt’
et puis
y(t) = ' (t) + 2x(t) — 1 =1+ e~ + Bet + ae’.
. —2-2 —2442

3. (a) Soientz > 0 et A > 0, une intégration par parties donne :
A A
/ Fe=T P ($)dt = Ae="Af(A) — / (1= ot f'(t)dt
0 0
Une nouvelle intégration par parties donne :
A A
/ Fe=Tt P (#)dt = A=A F(A) — (24 — 1)e"Af(A) + 1+ / (22t — 2)e~" f(t)dt
0 0

- —TA 1 A) — - _ 1)e—zA _ sduai
Or AETOO Ae 2 f1(A) =0 et Agrfoo(:cA 1)e "2 f(A) = 0, on en déduit que

+00 +oo
/ te ! f'(t)dt =1+ / (@t — 2x)e” " f(t)dt = 1 — > F'(x) — 2zF ().
0 0
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(b)
{ ty' +2y +ty =0,
y(0) =1.

En appliquant la transformée de Laplace au systéme on obtient
1 —2%F'(z) — 22F (x) + 22F(z) — 2 — F'(z) = 0,

c’estadire (1 + 2?)F'(z) + 1 = 0, donc F(x) = ¢ — arctan(x) et comme lir}ra F(z) =0 ce qui
T—>+00
int
assure que ¢ = g d'ou, F(z) = L(y)(z) = g — arctan(z), donc y(t) = %
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