DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°12
Correction

Nombre chromatique d"un graphe

2. (a) II suffit de considérer l'application ¢ : S — Sz définie par ¢(1) = 5, p(2) = 4, p(3) =
©(4) =2 et p(5) = 1. On a bien ¢ est une bijection et V(s,t) € S1, {s,t} € A1 < {¢(s), p(t }
As. Donc G et G2 sont isomorphes.
(b) i Onaag(s) =card{{s,t}/t € S et {s,t} € A}. Lapplication

s : Va(s) = {{s,t}/t € S et {s,t} € A}
définie par ¢4(t) = {s,t} est une bijection ( vérification immédiate ), donc
card Vg (s) = card{{s,t}/t € S et {s,t} € A},

ou encore
ag(s) = card (Va(s)) -

ii. Considérons l'application ¢ de V5 (s) dans Vz(¢(s)) définie par Vt € Viz(s), ¥ (t) = ¢(t).
e ¢ est injective, car ¢ est injective.
e Soitt' € Vi (o(s)) ett € Stel que ¢(t) =t'.Ona {¢(s),t'} = {P(s), p(t)} € A’ et comme
¢ est un isomorphisme de graphes entre G et G, alors {s,t} € Aetdonct € Vi(s).
En conclusion, il existe t € Vz(s) tel que ¢ () = ¢'. D’ott ¢ est surjective.
Donc 1 est bijective et par conséquent card (Vg(s)) = card (Vo (4(s))) et d’apres la ques-
tion précédente, on a :

ag(¢(s)) = aa(s).

(c) Non, en effet, supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ entre G; et G2. On a:

Ve, = {t € Sl/{l?t} S Al} = {{172}7 {173}}7

donc card(Vg, (1)) = 2. D’apres la question précédente, card(Vg, (¢(1))) = 2. Donc nécessaire-
ment ¢(1) = 2. Le méme raisonnement montre que ¢(2) = 2. Ceci est absurde car ¢ est une
bijection.
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3. (a) On a ng = card Sg, donc Sg et [1,ng] ont le méme nombre d’éléments, donc il existe une
bijection ¢ de S¢ dans [1, ng]. En, particulier, V{s,t} € Ag, s # t et donc ¢ (s) # 1 (t), 'est-a-
dire 1) est un bon p-coloriage de G et donc ¢ € B(ng, G), d’ou fg(ng) = card B(ng,G) > 1 ou
encore ng € E(G).

(b) Soit p € E(G). Fixons ¢, : E — [1,p] un bon p-coloriage. Tout d’abord, comme p + 1 > p,
ona pp(z) € [1,p+ 1]. On peut donc définir une application ¢,11 : E — [1,p + 1] en posant
©pt1(x) = pp(z). Alors comme ¢, 1(x) = ¢p(z) pour tout z € S,ona:

V(s,t) € S%, {s,t} € A= ppi1(8) # ppra(t).

Par suite ¢, est un bon p + 1-coloriage, donc un élément de B(p + 1, G). Ceci montre que
p+1e EG).

(c) E(G) est un sous-ensemble non vide de N (il contient n¢ ). Soit donc 0 le plus petit élément
de E(G) ( toute partie finie non vide de N admet un plus petit élément ). D’ot1, d’apres la
question précédente :

E(G) =Nnlbg,+ool.

4. (a) Si Ag = 0, alors toute application de S dans [1, p] est un bon p-coloriage, donc B(p, G) est
I’ensemble de toutes les applications de S dans [1, p]. D’olt

fa(p) = card B(p, G) = p"c.

(b) i e R(G4)={1,3}U{1,4}U{1,5}U{3,5} = {1,2,4,4}, d'ott o(G4) = 1.
o {t€5,/{1,t} € A} = {3,4,5}, donc 7(G) = 3.
e { S)\(G) =Sa, =11,2,3,4,5}
’ A)\(G4) = AG’4 \ {{L 3}} = {{L 4}3 {17 5}a {33 5}}

@

Graphe \(G4)

et
.{ Sy = {2,3,4,5}
A)\(G4) = {{Sa 4}7 {37 5}}
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iii.

iv.

&
@ ©
O

Graphe 11(Gy)

Il est clair que card Ay(g) = card Ag — 1 < card Ag. Vérifions d’abord que A, est bien
un ensemble de paires. Si {s,t} € A, et x(s) = k(t), on aurait {s,t} = {o(G),7(G)} ce
qui est exclu d’apres la définition de A, (). L'application x induit une surjection de A q)
sur A,(q), il en découle que

card A, ) = card{{x(s), k(t)}/(s,t) € Ay} < card Ay(g) < card Ag.

A. Les bons p-coloriage de G et les bons p-coloriage de ;(G) n’ont pas le méme domaine
de définition, donc B(p, G) N B(p, u(G)) = 0.

B. On a Syg) = Sg. Soit ¢ un bon p-coloriage de G, donc ¢ est une application de S
dans [1, p] qui vérifie

V(s,t) € S, {s,1} € Aa = ¥(s) # ¥(t),

et comme Ay ) C Ag, alors

V(S,t) € Si(G)? {S,t} € AG = lb(s) 7& ¢(t)

Donc ¢ est un bon p-coloriage de A\(G). D’ou B(p, G) C B(p, A(G)).

C. Remarquons que 9/ = 9 o k. Soit {s,t} € Axq)- Alors {k(s), k(t)} € Ay ). Comme
1 est un bon p-coloriage pour u(G), on a ¥(k(s)) # ¥ (k(t)), c'est-a-dire 1(s) # h(t).
Ainsi, 1) est un bon p-coloriage pour A\(G) : ¢ € B(p, A\(G).

D. Injectivité : Soient 11,12 € B(p, G) U B(p, u(G)) tels que I'(¢1) = I'(¢p2).

e Si )y, e € B(p, G), alors P(¢1) =1 et Fng) = 1o, dOHC~1/)1 = 9. ~ ~

e Si 1,99 € B(p,u(G)), alors T'(¢1) = 11 et T'(¢2) = 12, donc 11 = 1 et donc
P1(s) = 1a(s) pour tout s # o(G) ceci implique que 11(s) = 12(s) pour tout s €
S#(G), donc ¢1 = ¢2.

¢ Si Yy € B(p,G) ety € B(p, u(G)) alors nécessairement ¢, # 1 (d’apres?). On a

$(o(G)) = ¥a(a(G)) = ¢a(r(@))
etsis # a(G), ¥1(s) = tha(s) = 1bz(s) en particulier
1(7(G)) = ¢a(7(G)) = Y1 (o (G))

ce qui est absurde, car {o(G), 7(G)} € Ag, donc ¢1(7(G)) # 11 (7(G)). En conclusion,
l'application I' est injective.

Surjectivité : Soit ¢ un bon p-coloriage de A(G), deux cas sont possibles :

* p(0(G)) # #(7(G))-

* p(0(G)) = p(7(G))-
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Si p(a(@Q)) # p(7(QG)), alors ¢ est un bon p-coloriage de G et donc I'(p) = ¢.

Si p(0(G)) = ¢(7(@)), alors ¢ = ¢, en effet { ggg)(ci)gpz;pg(fzz ()

D’ott ¢ = ¢ et par conséquent ¢ = I'(y).
En conclusion, I' est une bijection et par comparaison des cardinaux, on obtient :

card B(p, G) + card B(p, u(G)) = card B(p, A(G)

v. L'égalité précédente, entre cardinaux, s’écrit encoure sous la forme :

fa(p) + fue) () = fre
et ceci Vp € N*. D'our :
fe = fxe) — fuo)-

5. On va procéder par récurrence sur card Ag ( le nombre d’arétes ).
e Sicard Ag = 0, c'est-a-dire Ag = 0, fa(p) = p™¢ (d’apres la question 6. )
e Supposons maintenant card A > 1. D’apres ce qui précede

fe = xe) — fue):

Les graphes A(G) et 11(G) contiennent tous deux card A — 1 arétes. D’apres 'hypothese de récur-
rence, il existe des entiers ag, a1, ..., ap,, tels que

ng

f>\(G) (p) = Z akpk, (card Sg = card S)\(G) = nG)
k=0

avec a,, 7# 0.
De méme, il existe des entiers by, b, ..., by, —1 tels que

ng—1
e (p) = Z brp®, (card Sy = card S, ) = ng — 1)
k=0
avec b,,—1 # 0. D’'ou
ng—1
fa(p) = angp™ + > (ax — b)p".
k=1

Donc f¢ est une fonction polynomiale en p de degré ng.

6. Si ¢ est un isomorphisme de G sur G’, alors on vérifie que :

O Si ¢ est un bon p-coloriage de G’, 1)’ o ¢ est un bon p-coloriage de G.

O Si ¢ est un bon p-coloriage de G, 1 o ¢! est un bon p-coloriage de G'.
L'application ¢ ~ 1) o ¢! définit donc une bijection de B(p, G) vers B(p, G'), qui ont donc méme
nombre d’éléments. Par suite for = f¢ si G et G’ sont deux graphes isomorphes.

7. (a)
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D’ou

Graphe \(G)) Graphe 1(G))

Ensuite, o (u(G) = 2 et 7((G)) = 3, ce qui donne :

Graphe A(u(G)) Graphe p(u(G))
D’aprés la relation de la question précédente, on a :

fa(p) = fre)(P) — fue) (@)

et
fue)(®) = ) @) = fue) @)
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D’ou
fa() = fre)®) = Faue) () + Fuuc) ()
Soit ¢ un bon p-coloriage de A(G), il y a p choix possibles pour ¢(1), p—1 choix pour ¢(2), ¢(3)
et ©(4). D’'ou
e () =pp— 1%

De méme

et fu(uc))(p) = p(p — 1) ce qui donne :

fa@)=plp—1°—plp—1)* +p(p—1) =p(p —1)(p° — 3p + 3).
(b) Ona fi(1) =0et fz(2) #0,d’ou:

¢ = min{p € N*/fa(p) # 0} = 2.

Remarque : Le nombre minimum de couleurs nécessaire pour colorier chaque sommet du
graphe G de fagon que deux sommets adjacents quelconques soient de couleurs différentes est
2, c’est le nombre chromatique 6.
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