DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°13
Correction

1. Aubout d’'un nombre pair de sauts le point lumineux ne peut se trouver qu’en P_,, I ou P et au
bout d’'un nombre impair de sauts il ne peut se trouver qu’en P_;, P; ou Ps.

(a)

(b)

(©)

Soit A, I'événement «de t = 0 a t = n le point lumineux ne s’est positionné ni en P_, ni en P ».
Soit D,, I'événement « le n-iéme saut est un saut vers la droite. »

Soit G, I'événement « le n-iéme saut est un saut vers la gauche. »

Si Agy, est réalisé alors a I'instant ¢ = 2k le point lumineux est en Py est donc Ay est réalisé.
D’ott p(Agg41) = p(Agg).

D’autre part, on a:

Agp = (Agp—2 N Gop—1 N Gag) U (Agg—2 N Dop—1 N Gap)

et donc . L1
p(Azk) = p(Azk—2) X 1 + p(Agk—2) x 1= 51?(1421672)-
1ot e suite séomatri NN B 1) 1)*
Il s’agit d’une suite géométrique de raison oY d’ot p(Agi) = 3 p(Ap) = 5)
Donc
1\ F
Yh e N, pldn) =p(4a) = (3) -

Soit B,, 'événement « De l'instant t = 0 a l'instant ¢ = n, n > 0, le point lumineux ne s’est jamais
positionné en P_, et il se positionnera en P, pour la premiére fois a I'instant ¢ = n ».

Ona p(Bar4+1) =0

et

Boy, = Agj—o N Dag—1 N Doy,

p(Bay) = ip(AQkJ) = i <;> o = (;)kﬂ.

Soit C' I’événement « le point lumineux ne s’est jamais positionné en P_, et se positionne en P,
pour la premiére fois ».

00 %s) 0o %s) 1 n+1 1
OnaC = |J Byetdoncp(C) = Zp(Bn) = Zp(an) = Z (2> =5
n=1 n=1

et donc

n=1 n—

ATlinstant ¢ = 0 le point lumineux se trouve en Py, donc E(X,) = V(X;) = 1. X ne peut prendre
1

que les valeurs 1 et —1 avec p(X; = —1) =p(X;1 =1) = oY donc E(X;) =0etV(X;) =1.

Le tableau suivant donne les lois de probabilités des variables X, X3 et X,.

k —1][-1]0]1]2
p(Xo=k)| 1 | 0 |[3]0]%
p(Xs=k | 0| 3 0|11
p(Xa=k)| 3 | 0 [2]0]2

D’ou
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E [2]3]4
E(Xg) | 0] 5| 1
V(Xe) | 2|2 3

(b) Pour calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X3, X4) dressons le tableau de loi
du couple (X3, X4) en utilisant la formule :

p(X3=1,X4=7j) =p(Xa=j/X3=1)p(X3 =1)

X3X4-202
1 3[4
1 034
2 0olo|!

. . N T
Cov(X3, Xy) = E(X3Xy) — E(X3)E(Xy)) et E(X3Xy) = Y ijp(Xs =i, Xy = j) = 4 Donc
~2<ij<2
Cov(X3, Xy) = %. D’ou

COV()(g7 334) 27

P ) = VV(X3)V/V(Xy) 39

2
3. (@ OnapXpt1 =j) = Zp(XnH = j/X, = O)p(X,, = i), j € [-2,2]. D'ou le relations

suivantes : =
P ==2) = 3p(Xy = 1) Q0
P(Xnet = 1) = p(Xa = =2) + 2p(X0 = 0) @
PXns1 =0) = 2p(Xn = 1)+ 3p(Xa = 1) ©
P(Xnp1 =1) = %p(Xn =0) )
PXns1=2) = 3p(X0=1)+p(Xa =2) ©

(b) D’apres la question précédente, on a, pour tout n > 2:

P(Xni2=0) = %p(Xm—l =-1)+ %p(XM‘l =1
B R R
= %p(Xn = 0) + %p(Xn = _2)
= %p(xn =0)+ % [p(Xn =0) — ip(Xn—2 = 0)}

1
douVvn > 2, apys —ap+ gan,g = 0 ou encore 8ay+2-8a,,+a, 5 = 0.
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(c) Les suites vérifiant 8uy1-8u, +u, , = 0 sont données par :

24+v2\ " 2-v2\"
+4f> +u<4\f> . LpeER

2+ﬂ> +M<2—\/§

4 4

vn € N, un:)\<

(d) Posons asy, = uy et agy1 = 0. Alors ag, = A (

1 2 2 2—14/2
p grace aux conditions initiales ap = 1 = A+ petag = 5= A < * f) +p < 4\f> On

A
1(2+v2\" 1/2-v2\"
aon = = + =
2\ 1 2\ 4

Il est clair que lim ag, = lim agp4+1 = 0. Donc lim a, = 0.
n—oo n—oo n—oo

n
) et déterminons ) et

obtient
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