DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES

Devoir surveillé n°4
Correction

Exercice

1. Pourtoutn € N*eta € R\Z,ona:

™ 1 ™
Uy = /0 cos(ax) cos(nz)dx = 5 /0 [cos(a — n)x + cos(a + n)| dz

™

I o1
sin(a —n)x| + = sin(a + n)x
a—n 0o 2latn

1 in ) 1
sin(a —n)m + =
2a

0

1
2
1 .
5 sin(a + n)m

= —5——asin(an).
-n

(=1)"asin(am)

a2 —n2

_ |assin(am)|

D’ott |u,| = ‘ 5
n neN*
n

2. Onaay(z) =Re Z(eix)p .Pour z # 2km avec k € Z, e # 1 et donc:
p=1

) 1= einx
Z(elw)p = €7 1— eix

o (5)
s | ——

= €

, donc la série E uy, converge car elle converge absolument.

sin (%)
. [nT ) x
1 Sin (7) 1 1 Sln(2n =+ 1)7 1
D’ou ay,(x) = cos (n+ Dz % :—7+7#2.D0nc Cr=-Cy=—-.
2 sin (7) 2 2 sin(%) 2
2
3. Ilest évident que F est de classe ¢! sur |0, 7]. De plus lim F(x) = lim —104 sin(az) = 0 = F(0). Donc
z—0+ z—0+ % cos (%)
F est continue en 0. D’autre part,
_ _ _ (az)? 2
lim F(z) - F(0) _ lim cos(c.m)z 1 lim 122 -I—Ogl‘ ) 2
r—0t x z—0t I sin (5) z—07t 5 + o(gj )
En conclusion, F est de classe ¢! sur [0, 7).
4. Soitn € N*,ona:
n - n -
Zup = / cos(ax) Zcos(px)d:): = / cos(ax)an(x)dx
p=1 0 p=1 0
4 1 1sin(2n+1)3
= _—— —_— d
/0 cos(ax) ( 515 sinZ x
1 (7 1 (7 cos sin(2n +1)%
= —/ cos(ax)dx + / (o) 1n(x nt 1) dz
2 Jo 2 Jo sin 5
1[1 T —1 1 [™sin(2n + 1)%
= —— [ sin(a:r)} + / C()S((,lixxsin@n—i— 1)§dx + / sin( n = )3 dz
2 |« o 2.Jo sin 5 2 2 Jo sin 5
sinfamr) 1 (7 ) x 1 /7r sin(2n +1)3
= - | F Mm+1)ode+ - [ —— 229
9% +2/0 (x) sin(2n + )2 z+ 5 ; SnZ x
sin(ar) 1 1
= — —I,+ = Jp.
20 oty
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5. Ona, pour toutn € N*:

u ) x F(z)cos(2n+1)3 2 T x
I, = /0 F(z)sin(2n + 1)§dx = |- TSI o+ 1 /0 F'(z) cos(2n + 1>§d37
2 s
= Sn il /0 F'(z) cos(2n + 1)gdaz
2Mm

D'ou |I,,]| < ou M = sup |F'(z)|. Donc lim I, = 0.
n—oo

2n+1 z€[0,7]
6. On a, pour toutn € N:

Tsin(2n + 3)Z —sin(2n + 1)
Jn—i—l_Jn = / ( )2. T ( )2d33
0 Sin 3
™ 2sin £ cos(n 4+ 1)z
= / 2~ (x ) dx
0 Sin 3
™
= 2/ cos(n+1)dz =0
0
Douvn eN, J, = Jy=m.
= sin(ar) 1 1
7. Pour toutn € N*,on a Zup v + §In + §Jn. D’ou
p=1
n .
pa sin om) sin(ar) 1 1
=- ) S
Z 2%a  aintaln
p=1
Quand n tend vers l'infini, on obtient :
i (=1)Pasin(ar) 7  sin(am)
2.2 9
= a‘ —p 2 2a
ou encore
i 2(-1)" 1t m 1
2 _ 2 g T
o o sin(ar) «
Probleme
Partie I : Propriétés élémentaires
1. (@) OnaVneN < )" et la série Z " converge, donc la série Z u converge absolument
) ! — n! ! 8¢ n! &
neN neN

et comme .Z(E) est de dimension finie, alors la série converge dans £ (FE )

et donc uniformément sur tout compact de .2 (E) et comme les applications u — — sont continues,
n!
alors exp est continue sur tout compact de .Z’(E), donc elle est continue sur .Z(E).
n_ ok
a
(b) Pour toutn € Net touta € Z(FE) on note S, (z) = —. Comme u et v commutent, on a :

k1’
k=0

n % j
(utv)" Zhyiyl = 3 wv
n! A~ k! S~

i+j=k i+j=k

Soitr > Oetu € Z(F)tel que ||ul| <r,ona < —. Donc la série Z —- converge normalement

nEN
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D’autre part,

u—+v Uu J
[Su(u )~ Su(ws ) = |3 UEE S
k=0 ’ i=0  j=0 J:
B LN ut ol u’ v
SN 3D EE D i
k=0 i+j=k 1<i,j<n
u' v/ [a]|* [Jv])7
— il 4! — il gl
n+1<i45<2n n+1<i4+75<2n
_ - Ulall +1eD* 5 IIUHiznzllij
- k! 7! gl
k=0 i=0 j=0

Lorsque n tend vers I'infini, ce dernier terme tend vers ellvtoll — ellullellvll = 0, done

Jim [Sn(u+v) — Sp(w)Sy(v)] =0,
d’ot exp(u + v) = exp(u) exp(v). On a de méme exp(u + v) = exp(v + u) = exp(v) exp(u).
En particulier, Vu € Z(E), exp(u) estinversible dans . (E) et exp(u) ! = exp(—u), doncexp (Z(E)) C
GL(E).
(c) Par définition exp(u) = nh_)rrolo Sn(u) et comme Sy, (u) € Clu] et Clu] de dimension finie, alors Cu] est
un fermé et donc nh_)rgo Sn(u) = exp(u) € Clul.

(d) 11 est clair que ¢, est linéaire et comme dim .Z(E) est finie, alors ¢, est continue. On peut vérifier

facilement que Vk € N, (v"1uv)* = v~1uFv, ce qui entraine :

no.—1,k
exp(vluv) = lim Zw
n—00 k!

. 1 = u
= e g )
k=0
—1 . -1 " Uk . .,
= v Jgrgov Zﬁ v par continuité de ¢,

k=0

= v texp(u)v

(e) Notons A1, A2, ..., A, les valeurs propres de u, u étant trigonalisable, il existe P inversible telle que :

D
Mat(u) = P 0 A2 pt
0 ... 0 X\,
Donc Sp(exp(u)) = {eM,e*2, ..., e’ }, en particulier
IR tr(u)'

det (exp(u)) = H e=eimt =¢

=1

2. Supposons qu'il existe A tel que B = exp(A). On sait que, d’apres 1.e), det(exp(4) = ") € RY, car A
est une matrice a coefficients réels, or det(exp(A)) = det B = —1 < 0 ce qui est absurde. Donc il n’existe
aucune matrice réelle A telle que B = exp(A).
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(01 , (01 0
3. 'A_<0 o>’A_<0 o><0

1

0

A (00 o (00
oDememeB-(1 0>,B —<1 0

ot exp(A) = T+ A= A= <(1) 1)

0
0 D

00 ;o _ (10
)-(0 0).Douexp(B)-I—i—B-<1 1>.

e A+ B = 01 ,(A+B)?* = 01 Oy _ (L0 I On peut vérifier par récurrence
10 10 10
+

queVpeN, (A+B)® =Let(A+B)» = A+ B,dou:

A+ B)"  GKA+BF (A4 By
exp(A+B) = ; n! _;0 Pl ;,Z::o 2p+ 1)
S5SNI A N R N
— (2p)! = (2p+1)!

= ch(1)I3 +sh(1)(A+ B)
_ ( ch(1) sh(1
— | .

o exp(A) exp(B) = <
o exp(B) exp(A) = (

Partie II : Surjectivité de exp dans le cas complexe

A-Cas ou A est diagonalisable

1. Soitz € C*, alors z = ]z\é = |z]e®. |z| € R**, donc il existe 7 > 0 tel que |z| = e". D'ott z = e+ = ¢*'
avec 2’ = r +16.

2. (a) Puisque dim E = dim R"*!, alors I'application linéaire ® est un isomorphisme si, et seulement si, ®
est injective.
Soit P € E tel que ¢(P) = 0, alors P(\;) = 0 pour tout 1 < ¢ < r, donc, P étant de degré r et
admettant r racines, est nulle. Donc ker ¢ = {0}. L’application est donc bijective. L'unique polynéme
L, antécédent de (u1, p12, .., ptr) vérifie L(\;) = p; pour tout i € {1,2,...,r}.

(b) i. Ilestclair que [;(\;) = Letl;(\j) =0sii#j.

ii. Les polyndmes /; forment une base de R,_[X], donc il existe des scalaires 31, 32, ..., 5, tel que
L= Z Bili. D’apres la question précédente p; = L(\;) = f; pour touti € {1,2,...,7}.
i=1
3. A étant diagonalisable, donc il existe P € GL(E) tel que

)\11041
Aol
A=P “ p1
)\rIozT
Soit, grace a la surjectivité de exp : C — C*, ; € Ctel que \; = e#,1 < i <r.D’ou
k
6“1]—&1 %Icn
et2 I, oo él
A=P pl=Y"pP ki hoz p1
k=0 .
etrly, k

o
IT?IO‘T
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On sait qu’il existe L € C,_1[X] tel que u; = L(A\ij)n 1 < i <r.D'our:

a1
oo " LOw)*
A=y p e

=0

P! = exp(L(A).

k
L(zr) Iar

B-Cas ot A = I,, + N ou N est nilpotente
"
n!

FD () . o , : , M
o De plussir > 0, alors il existe M, M’ > 0 tels que ||g,,t)|| < M

. Les g,, sont dérivables sur R et g, (t) =

[ee]
4. Posons, pour tout t € R, g(t) = Zgn(t) avec gn(t) =
n=0

f'@) (M= sup [[f(2)]

(n - 1) te[—r,r]

et M' = sup ||f/(t)]]). Donc on peut conclure que la série des dérivées Z g,, converge uniformément
te[—r,r]

o
sur tout compact de R, donc g est dérivable sur Ret V¢t € R, ¢/(t) = Z an(t).
n=1

5. D’apres la question précédente, I’application g est dérivable sur R, et pour toutt € R, ona:

1

g'(t) = exp(f(D)'(t) = exp(f(1)) D_(~1)*'*IN".
1

S
I

i

¢'(t) est un polyndéme en N ( la question 1.c) ), d’otr :

n—1 n—1
(I +tN)g () = exp(/(0) (Z(—n’“—lt’ﬂ—w’f+Z<—1)k—1t‘w’“+l>

k=1 k=1
= exp(f(t))N.
Donc
Ng'(t) + (In +tN)g"(t) = exp f(t) f' ()N = Ng'(t),
d’ou
(In +tN)g"(t) = 0
ou encore

g"(t) =0.
Car I,+tN estinversible (¢NV estnilpotente ). Donc ¢’ est constante sur R et donc V¢ € R, ¢'t) = ¢/(0) = N.
Or ¢(0) = I, alors g(t) = I,, + tN.

6. Onag(l)=1I1,+ N =exp f(1) =expD.
C-A est quelconque

7. On sait que sp(D) = sp(A) C R*, donc D est inversible.

8. D étant diagonalisable, donc il existe P inversible et D’ tels que D = exp(P(D)). De méme il existe )
inversible tels que I,, + D™'N = exp(D~'N). D’ou

A = exp(P(D))exp(D'N) = exp(B),
ou B = P(D) + D7'N. D~! est un polynéme en D, donc en A. D’ou B € C[A].

D-Applications
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9. Soit A € GL,(R). Si A = exp(A4’) avec A’ € #,(R), alors A = B? oit B = exp (4). Réciproquement,
s'il existe B € .#,(R) telle que A = B2, alors B € GL,(R) C GL,(C), donc il existe P € C[X] tel que
B = exp(P(B)),d’ott B = exp(P(B)) et par suite A = B?> = BB = exp(P(B)+ P(B)) = exp((P+ P)(B))
avec (P + P)(B) € .#,(R).
10. Soit A, A’ € GL,,(C), alors il existe B, B’ € .#,,(C) tels que A = exp(B) et A’ = exp(B’). Alors, Vt € [0,1],
t — exp((1 —t)B +tB’) € GL,(C) est un chemin continu de A vers A’ dans GL,,(C).
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