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Problème : Une caractérisation des fonctions de classe C 1

E et F sont des espaces vectoriels normés de dimension finie et D un voisinage de a dans E. On considère une
application f : D → F . On munit E × E de la norme produit max : ‖(x, y)‖ = max(‖x‖, ‖y‖).
On dit que u :

• est différentielle stricte de f en a lorsque u ∈ L(E,F ) et

lim
(x,y)→(a,a)

f(y)− f(x)− u(y − x)
‖y − x‖

= 0,

• différentielle de Gâteaux de f en a lorsque u ∈ L(E,F ) et

lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)
t

= u(v).

-I-

On considère les fonctions suivantes :

f1 : x 7→

0 si x = 0

x2 sin

(
1

x

)
sinon

, f2 : (x, y) 7→

0 si (x, y) = (0, 0)

x6

x8 + (y − x2)2
sinon

et

f3 : (x, y) 7→

0 si (x, y) = (0, 0)

x(x2 − 3y2)

x2 + y2
sinon

1. Étudier la dérivabilité de f1 et la continuité de la fonction dérivée de f1.

2. Calculer f2(x, x2) puis étudier, seulement en (0, 0), la continuité de f2 et la différentiabilité de Gâteaux
de f2.

3. Étudier, seulement en (0, 0), la dérivabilité de f3 suivant toute vecteur et la différentiabilité de Gâteaux
de f3.

-II-

1. On considère u ∈ L(E,F ) et ε > 0. Montrer que, s’il existe β > 0 tel que ‖u(h)‖ ≤ ε‖h‖ pour tout
h ∈ B(0, β), alors ‖u‖ ≤ ε.

2. On suppose f différentiable.

(a) i. Vérifier que k : D 3 z 7→ f(z) − dfa(z) ∈ F est différentiable, et que, étant donné ε > 0 et
η > 0, si ‖dkz‖ ≤ ε pour tout z ∈ B(a, η), alors ‖f(y)− f(x)− dfa(y − x)‖ ≤ ε‖y − x‖ pour tout
(x, y) ∈ B(a, η)2.

ii. On suppose de plus f strictement différentiable en a, on considère ε > 0, et on pose :

g : (x, h) 7→ f(x+ h)− f(x)− dfa(h)
‖h‖

et

tx : h 7→ f(x+ h)− f(x)− dfx(h)
‖h‖

pour tout x ∈ D.
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A. Montrer qu’il existe δ > 0 tel que, si ‖x− a‖ < δ et 0 < ‖h‖ < δ, alors ‖g(x, h)‖ < ε

2
.

Montrer que pour tout x ∈ D, il existe αx > 0 tel que, si 0 < ‖h‖ < αx, alors ‖tx(h)‖ <
ε

2
.

B. Déduire de A. qu’il existe δ > 0 vérifiant :

pour tout x ∈ B(a, δ), il existe βx > 0 tel que, si ‖h‖ < βx, alors ‖dfx(h)− dfa(h)‖ ≤ ε‖h‖.

(b) Déduire de de 1. et (a) que la continuité de df en a équivaut à la stricte différentiabilité de f en a.

-III-

1. Étant donné une application linéaire u : E → F , on considère les quatre propriétés :
i- u est différentielle stricte de f en a,
ii- u est différentielle de f en a,
iii- u est différentielle de Gâteaux de f en a,
iv- pour tout v ∈ E, u(v) est dérivée de f en a suivant v.

(a) Vérifier que i=⇒ii=⇒iii=⇒iv.

(b) Déduire de -I- et -II- l’étude des trois réciproques.

2. Déduire de 1) et -II- que f est strictement différentiable si, et seulement si, f est C 1.

• • • • • • • • • •
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