DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°6
arendre le 16/12/2016

Résolution d"une équation matricielle

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On confond polynéme de R[X] et fonction polynomiale sur R ou sur [0, +o0o[ ou sur |0, +oc0|.
On note R,,_1[X] le sous-espace de R[X] formé des polyndmes de degré inférieur ou égalan — 1.

Partie I Inferpolation polynomiale

Soient a1, as, ..., a, des réels deux a deux distincts, on note

v: Rp1[X] —R"
p — (P(a1), P(ag), ..., P(an))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. En déduire que, pour tout (b1, ba, ...b,) € R, il existe P € R,,_1[X] unique tel que
Vi € [[1,71]], P(al) =b;.
3. Exemple : Déterminer le polynome P, de R3[X] tel que

Py(0) =1, Py(1) =3, Py(2) =11, Py(3)=3L.

Pertie IT: Polyn0mes spéciaux

On considere E l'ensemble des polynémes P de R[X] tels que :
Vz €]0,+oo[, P(z) >0 et P'(z) > 0.

1. Donner un exemple d’élément de E.

2. Montrer que FE est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par multipli-
cation, c’est-a-dire pour tout « €]0, +o00[ et tous P,Q € E,ona:

aPcE, P+QcklE, PQeckE.

Est-ce que E est un sous-espace vectoriel de R[X]?

xr
3. SoitPe E.Onnote P, : R —- R,z — / P(t)dt.
0

Montrer que P| € E.
4. Soit P € E. Montrer que Vz € [0, +oo|, P(z) > P(0).

Pour tout P € E, onnote P : [0, +oo[— [P(0), +c[, z — P(z) = P(z).
5. Montrer que l'application P est bijective.

6. Side plus, P est au moins de degré 2, est-ce que 'application réciproque P! de P est une application
polynomiale ?
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Parte [1: Matrices symétriques positves

On note .7, I'ensemble des matrices symétriques A € ., (R) telle que :
YU € My (R), UAU > 0.

Soit M une matrice symétrique de .#,(R).
1. Lamatrice A est-elle diagonalisable ? Justifier.
2. (a) Montrer que si A € ., alors toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +oo].

(b) Réciproquement, montrer que si toutes les valeurs propres sont dans [0, +oc], alors A est dans ..

Partie [V': Matrice symerique positive solution d'une équation polynomiale spéciel

Soit P € F de degré n — 1 ('ensemble F a été défini dans la partie II), et soit A € ., admettant n valeurs
propres deux a deux distinctes, notées A1, A, ..., A, appartenant toutes a [P(0), +o0].

On note D la matrice diagonale de .#,,(R) dont les termes diagonaux sont successivement A\, Az, ..., A, et @
une matrice inversible de ., (K) telle que A = QDQ L.

On se propose de résoudre 1'équation P(S) = A, d'inconnue S € .7,

1. On suppose que I'équation P(S) = A a une solution dans ..
Soit S appartenant a .7, telle que P(S) = A. Onnote A = Q~15Q.

(a) Montrer que SA = AS et en déduire que AD = DA.
(b) Montrer que A est diagonale et que les éléments diagonaux de A sont tous positifs ou nuls.

2. Etablir que l'équation P(S) = A, d’inconnue S € ., admet une solution et une seule, et que celle-ci est
QAQ™!, o1 A est une matrice diagonale que 1'on exprimera a laide de P (A1), .., P (\,) ot P a été
défini dans la partie II.

3. Exemple:
2 -1 0 0
-1 2 0 0
0 0 21 10
0 0 10 21

Onprendicin:4,P:X3+X+1etA:

Vérifier que P € E.
Déterminer les valeurs propres de A et montrer que 4 € .%;".
Déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale @ telles que A = QDQ .

Résoudre l'équation P(S) = A, d’inconnue S € .7,

Fin de probléme
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