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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction seront
des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat d'une
question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie.

Exercice

Soit o un réel n"appartenant pas a 1’ensemble des entiers relatifs Z. Soit (uy,)n>1 la suite définie par :

un:/ cos(ax) cos(nx)dz.
0

1. Calculer u,, et en déduire que la série de terme général u,, est convergente.

2. On définit sur R la suite de fonctions (a,(x))p>1 par:
an(z) = Zcos(p:r).
p=1

Montrer que pour des valeurs de = qui seront précisées, il existe des rationnels C; et C5 tels
que:
sin[(2n +1)%5
o) = G4 SN

T

)
3. Soit F' la fonction numérique définie sur [0, 7] comme suit :
0 sizx=0

F(z) =< cos(ax) —1

3 x
S11 3

si x €]0, 7).

Montrer que F est continument dérivable sur [0, 7].

4. On pose
™ sin[(2n +1)3]

3 x
S 3

I, = /07r F(z)sin [(Qn + 1)%} de, J, = /0 da.

Montrer la relation

n
sin(ar) 1 1

5. Alaide d'une intégration par parties, montrer que I,, est convergente et calculer sa limite.

6. En évaluant la différence J,, 1 — J,, calculer J,.
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7. Utiliser les résultats précédents pour montrer que pour tout réel a n’appartenant pasa Z, ona:
i 2(-1)" 1t m 1
n?2—a?  sin(amr) o

n=1

Probleme
(Quelques propriétés de lexponentille s endomorphismes

On se place dans .Z(E) (algebre des endomorphismes de E') ou E est selon le cas R ou C” ( cela sera

précisé si nécessaire ), munie de la norme subordonnée définie par ||u|| = sup H’lﬁ( ’) | .GL(F) désigne
z#0

le groupe linéaire de E ( I'ensemble des endomorphismes linéaires inversibles ). Pour u € .Z(E), on
note C[u] 1’algebre des polynomes en w.

On peut utiliser le théoréme suivant sans démonstration :

Décomposition de Dunford : Soit uw un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On suppose que le polynome
caractéristique de u est scindé. Alors il existe un couple (d,n) unique d’endomorphismes de C[u] tels que :

e d est diagonalisable et n est nilpotent,
e d et n commutent,
e u=d+n.

Soit # = (e;)1<i<n une base fixée de E, on rappelle qu’il y a un bijection u — A = Matg(u) entre
les endomorphismes de E et I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, ce qui permet d’étendre les
notions précédentes a toute matrice carrée.

Partie ] Propriétés éémentaies

k
. U L C s . s oA
1. a) Montrer que la série Z -+ définit une application continue de .Z(E) dans lui méme , on
keN
notera exp(u) sa somme.

b) Montrer que si deux endomorphismes u et v commutent, alors :
exp(u + v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u).

En déduire que exp(Z(E) C GL(E)

¢) Montrer que exp(u) € Clu].

1

d) Soit v un endomorphisme inversible. Montrer que l'application ¢, : u — vuv™" est

continue, puis que

exp(vuv ™) = vexp(u)vL.

e) En raisonnant matriciellement, calculer les valeurs propres de exp(u) en fonction de celles
de u quant le polyndme caractéristique de u est scindé, et en déduire dans le cas général
la formule

det(exp(u)) = ™™,

-1
0
pourra chercher les valeurs propres de A ).

2. Montrer que la matrice B = ( 1 ) n’est pas I'exponentielle d'une matrice réelle A ( on

3. Calculer exp(A + B), exp(A)exp(B) et exp(B)exp(A) pour les matrices A = < 8 (1) > et
0 0
s(0 1)
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Partie I1: Surjectivité de exp dans e cas complere

Le but de cette partie est de montrer que I'application exp : .#,(C) — GL,(C) est surjective. Plus
précisément nous allons montrer le résultat plus fort suivant :

VA € GL,(C), 3B € C[4], exp(B)=A.
Soit A € GL,(C).
A-Cas ot A est diagonalisable

Dans cette partie supposons A est diagonalisable. Notons Aq,...,A, € C* ses valeurs propres,
aq, ..., o € N* leurs multiplicités respectives.

1. Montrer que l'application exp : C — C* est surjective. ( on admet que pour tout nombre
complexe » de module 1, il existe € R tel que ¢? = 2).

2. Onnote C,_;[X] le C-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a r — 1. On considere 'application linéaire ¢ de C,_;[X]| dans C" définie par :

P (P(\),P(X2),..., P(\)).
Soit p1; € C tel que A\; = exp(p;), 1 <i <.

a) Déterminer le noyau de ¢, puis en déduire qu’il existe un unique polynéme L de C,_;[X]
tel que pour tout i € {1,...,7}, L(\;) = p;.

b) Pouri € {1,...,r}, on définit le polynéme /; de C,_[X] par : [;(X) = H X — )\k.

i. Calculer /;(\;) selon les valeurs de i et j dans {1,...,7}.

ii. En déduire une expression du polyndme L comme une combinaison linéaire des
polyndmes [; aveci € {1,...,7}.

3. Déduire des questions précédentes que A = exp(L(A)).

B-Casout A =1, + N ot N est nilpotente

Supposons A = I,, + N out N est nilpotente. On pose

Pour t € R, on pose

et

g(t) = exp(f(t))-
4. Montrer qu’on peut dériver terme a terme la série définissant g.
5. Calculer ¢/, puis (I, + tN)g'(t), en déduire que ¢ = 0 et calculer g(¢).
6. Montrer que I,, + N = exp(M) pour un certain M nilpotent, avec M € C[N].

C-A est quelconque

D’apres la décomposition de Dunford, il existe deux matrices D, N € C[A] tels que D est diagonalis-
able avec sp(A) = sp(D) et N nilpotente et A = D + N.
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7. Vérifier que D et inversible.

8. En écrivant A = D(I,, + D™ N) et en remarquant que D~ !N est nilpotente, montrer qu’il existe
B € C[A] telle que A = exp(B)

D-Applications
9. Montrer que exp(.#,(R)) = {A € GL,(R)/3B € .#,(R), A= B*}.

10. Montrer que GL,,(C) est une partie connexe par arcs.

Fin de ['épreuve
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