ENSI 1984 LES ENDOMORPHISMES CYCLIQUES Option M

DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
DUREE : 4 HEURES

N.B. - La partie IIl n"utilise que les résultats de la partie I et n’intervient pas dans la partie IV.
NOTATIONS

1° Dans tout le probleme, K désigne un corps commutatif, £ un espace vectoriel sur K de dimen-
sion finie n supérieure ou égale a 2, .Z(F) l'algebre des endomorphismes de E, I 1’élément
de Z(E) défini par Vo € E,Ig(z) = z et 5 'ensemble des homothéties de E c’est-a-dire
A = {\p ) €K}

2° Pour un endomorphisme u de £, on note :
e v’ =1petu? =uouP ! pourtout entierp; p > 1.
e ¢ (u) (appelé commutant de u) la sous-algebre de .Z(E) des endomorphismes v de £ com-

mutants avec u, c’est-a-dire tels que u o v = v o .

¢ p, le polyndme caractéristique de u.

N
e pour tout polynéme P de K[X| défini par P(X) = kzo arX*, P(u) désigne 'endomorphisme

N
de E défini par P(u) = 3" aju’ (on notera que P(u) est un élément de % (u)).
k=0
e pour tout vecteur z de E, E,(z) désigne le sous-espace vectoriel engendré par la famille de
vecteurs {uP(z);p € N}.
e un endomorphisme « de E est dit cyclique s’il existe un vecteur = de E tel que E,(z) = E

3° Si ./ est une partie non vide de .Z(E), on note :
C(A)={ve LE)|vou=uov Yu € &}

Enfin pour une matrice A de l'algebre ., (K) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K, onnote ¢(A) = {B € #,(K) /| AB = BA} (appelé commutant de la matrice A).

Les candidats pourront admettre et utiliser les résultats suivants :

1. Soit % une base de E; pour un endomorphisme u de E soit M (u, %) la matrice de u dans la
base 4.
Alors, un endomorphisme v appartient au commutant de  si, et seulement si, M (v, %) appar-
tient au commutant de M (u, &) et 'application v — M (v, %) est un isomorphisme entre ces
deux algebres.

2. Soit (Aj)1<i<n € K" ;le déterminant :

NP VEED PN U
1 X A3 - A0t
. . . noté V()\1,>\2,...,>\n)
1 A A2 an-l

est nul si et seulement s'il existe un couple (7,7) telque: 1 <i<n,1 <j<n,i# jet A =\,
PARTIE I

1° Soit z un vecteur de E et v un endomorphisme de E.
a. Montrer que E,(x) est le plus petit sous-espace vectoriel de F, contenant z et stable par w.

b. Soit z # 0; on pose dimg E,(z) = k. Montrer que k > 1 et que {u’(z);0 < i < k — 1} est
une base de E,(z)
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c. Caractériser au moyen de la dimension de E, () les vecteurs propres de u

2° On suppose que u est un endomorphisme cyclique. Soit alors z¢ € E tel que {u’(z¢);0 < i <
n — 1} soit une base de E.

a. Montrer que {u’;0 < i < n — 1} est une partie libre de .Z(E).
b. Soit v et w deux éléments de ¢(u). Montrer que v = w si, et seulement si, v(zy) = w(zg).
c. Montrer que {u’;0 < i < n — 1} est une base de ¢'(u).

d. On pose u"(zg) = i apuf(z¢) otta, € Kpour 0 < k <n— 1.
k=0
e Calculer le polyndme caractéristique p, de u a I'aide des coefficients (ay,)o<x<n—1-
e En déduire que p,(u) = 0.

3° Dans cette question u est un endomorphisme quelconque de E.

a. Soit I un sous-espace vectoriel de E stable par u et soit v 'endomorphisme de F' induit
par u.
Montrer que p, divise p,. En déduire que ker p, (u) est inclus dans ker p,, (u).

b. Soit z € E, x # 0. Montrer que u induit sur le sous-espace E,(z) un endomorphisme
cyclique de E,(x). En déduire que p,(u)(z) = 0.

c. Montrer que p,(u) est 'endomorphisme nul.

4°  a. Soit u un endomorphisme de E tel que V2 € F,dimg F,(z) < 1. Montrer que u est une
homothétie de E.

b. Application : Soit </ une partie non vide de .Z(E) satisfaisant la propriété :
Ve e E,z #0,3f € o/3a € Ktel que ker(f — alg) = K.

(ot Kz désigne la droite vectorielle engendrée par ).
Montrer que ¢ (/) = A

c. En déduire que ¢ («/) = . dans les 2 cas suivants :

1. & = GL(E) ( ensemble des automorphismes de £ ). ( On pourra éventuellement
distinguer le cas o1 K est de caractéristique 2 ).

2. K= R; E est un espace euclidien et .27 'ensemble des endomorphismes orthogonaux
de E.

PARTIE II

Dans toute cette partie, u désigne un endomorphisme de E, A\, A2, ..., A, les valeurs propres distinctes
de u dans K et ry, 79, ..., rp leurs ordres de multiplicité respectifs.

1° On suppose que p = n, c’est-a-dire que u a n valeurs propres distinctes dans K. Montrer que u
est cyclique.

1° Dans cette question, on suppose u diagonalisable.
a. Montrer que v € €'(u) si, et seulement si, v laisse stable les sous-espaces propres de u.
b. En déduire que dimgé’ (u) = r{ + 75 + ... + 3.

c. Montrer que (u— A 1g)o (u—Aolg)o...0 (u—A\y1g) = 0. En déduire que si {Ig, u,...,u" "'}
est une famille libre, v a n valeurs propres dans K deux a deux distinctes.

d. Déduire des résultats précédents que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. uestcyclique;

ii. {Ig,u,...,u""'} est une famille libre ;
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iii. u admet n valeurs propres dans K deux a deux distinctes;
iv. dimg%(u) = n.
3° Dans cette question, on suppose u cyclique.
(a) Montrer, on utilisant une base convenable, que pour tout A € Kon a rg(u — Alg) >n — 1.

(b) En déduire que u est digonalisable si, et seulement si, u admet n valeurs propres dans K
deux a deux distinctes.

4° Application : ( cette question n’utilise que les résultats de la question 2°. b).
Soit ./ 1'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre k (k > 2) A = (a;j)1<i i<k telles que :

k k
Vi = 1,2,...,k Vj = 1,2, ,/{) Z Qi5 = Z Qg
i=1 j=1

(on note a(A) la valeur commune des sommes ci-dessus.)
Soit J I'élément de .# dont tous les éléments sont égaux a 1.

a. Montrer que .# est le commutant de J et que a est une forme linéaire sur .#

b. Déterminer les ordres de multiplicité des valeurs propres de J. Donner dimg.Z .
k

c. Soit A = (aij)lgi,jgk € M, on pose ,8(A) = Z Q.

=1
Montrer que #y = {A € #/a(A) = [B(A)} est un sous-espace vectoriel et calculer sa

dimension.
PARTIE II1

Soit 4 un endomorphisme de E nilpotent d’indice p (p > 2) c’est-a-dire tel que u? = 0 et uP~! £ 0.

1°  a. Montrer que pour tout vecteur x de E tel que u? () # 0, la famille de vecteurs {u’(z); 0 <
i < p — l}est une partie libre de £.

b. En déduire que p est inférieur ou égal a n et que u est cyclique si, et seulement si, p = n.

2° Application : pour tout entier £ > 0 on désigne par Ry [X] 1’'espace vectoriel sur R des polynomes
a coefficients réels de degré inférieur ou égal a k.
Soit A I'endomorphisme de Ry, [ X] défini (pour £ > 1) par:

VP € Ry [X] A(P)(X) = P(X +1) — P(X)

a. Déterminer ker A. En déduire que ImA = R;_; [X]. Montrer que A est cyclique.

b. Soit D I'endomorphisme de Ry [X] qui a tout polyndme P associe son polyndme dérivé P’
Montrer que D est un élément de ¢'(A)

k )
c. La question (1.2°.c) permet de définir des réels (a;)i<i<y tels que D = 3 o; A’ et ce de
i=0
fagon unique.

Déterminer ces réels lorsque k =1,k =2 etk = 3.
PARTIE IV

Dans toute cette partie, K = R et dimg £ = 2. On désignera par & un espace affine réel de dimension
2 associé a 'espace vectoriel E.

A. Soit u un endomorphisme de F satisfaisant :
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uP =Igavecp >2etul ZIgpourl <g<p-1
1° u peut-il étre une homothétie ? Montrer que u est cyclique

2° a. Montrer que le reste de la division euclidienne du polynéme X? — 1 par le polynéme
caractéristique p,, de u est nul (on pourra utiliser les résultats de 1.3.)

b. En déduire que les racines du polynome p,, sont : ¥ et e= ol 6 est un élément de

2k
I'ensemble {—W; 1 <k <p-1;k et ppremiers entre eux }.
b

3° Soit e; un vecteur non nul de E et e5 = u(eq)

a. Montrer que (eq, e2) est une base de E et que la matrice de u dans cette base est :

0 _1 A z . .
< 1 2cosf ) (@ étant défini en 2.)

b. Montrer qu’il existe une forme bilinéaire symétrique unique ¢ sur E satisfaisant :

{cp(el, e1) =1
p(u(z),uly)) = ¢z, y) Ve € EVy € B
Donner la matrice de ¢ dans la base (e, e2)
c. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E. Quelle est 'interprétation de u dans cette

structure euclidienne ?

B. Soit f une application affine de &7 dans & satisfaisant la propriété suivante :
Il existe (A1,..,4,) € PP, (p > 2), avec Ay, .., A, distincts de A; tels que : f(A;) = A;y1 pour
i=1l.p—1)et f(4y) = A

1° a. Montrer que les points (A;)1<i<p sont 2 a 2 distincts.
b. Montrer que f a au moins un point fixe.

c. Montrer que f? = I» ( application identique sur & ) et que l'application linéaire
associée a f, notée u, satisfait les conditions définies en téte de A.

d. Montrer que f a un point fixe unique G.

2° Montrer que les points (4;)1<i<p appartiennent a une ellipse de &, de centre G et globa-
lement invariante par f.

FIN DE L’EPREUVE
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CORRIGE PAR : M.TARQI
PARTIE I
1. (a) Soit .# 'ensemble des sous-espaces de E contenant z et stables par u. () F est un sous-
Fe7z
espace vectoriel de F, contenant z et stable par u; c’est le plus petit sous-espace de E
contenant z et stable par u, d’autre part nous avons E,(z) C (| F,donc E,(z)= () F.
Fesz Fe7
(b) Il suffit de montrer que la famille {z, u(z), ...,u*~1(z)} de E,(z) estlibre . Soient cvg, a1, ..., g1
k=1
des scalaires de K tels que Y a;ui(z) = 0. Je dis que a1 = 0, car sinon uf"!(z) €
i=0
Vect{z,u(z), ...,u*~2(z)}, et par récurrence on montre que u"(x) € Vect{z,u(x), ..., u* ' (z)}
et donc E,(z) C Vect{z,u(z),...,u*"2(x)} et par conséquent E,(z) serait de dimension
inférieure ou égale a £ — 1. Le méme raisonnement montre que les o; = 0, pour i =
k—2,...,1,0, donc la famille {z, u(z),...,u*~!(z)} est libre.

(c) Siz estun vecteur propre de u, alors il existe A € K tel que u(z) = Az et donc pour tout
k € N, u*(z) = Mz, ainsi E,(z) = Vect{z}. Inversement si E,(z) = Vect{z}, alors = et
u(z) sont liés et par consequent z serait un vecteur propre de u. Donc z est un vecteur
propre de u si, et seulement si, dimg E,(z) = 1.

n—1 . n—1 .
2. (a) Soit (e;)o<i<n—1 des scalaires de K tels que ) a;u’ = 0, donc > «;u’(zg) = 0, et comme
la famille {xg, u(z), ..., u" "1 (zq)} est libre alors les a; sont tous nuls. Donc {Ig, u, ..., u" '}
est libre dans .Z(F)
(b) Puisque {zg,u(w0), ..., u* (z¢)} est une base de E, il suffit donc de montrer que
v(u'(20)) = w(u'(2o)),
pour tout:=0,1,...,n.
On a déja v(z¢) = w(zg). Comme v et w commutent avec u, alors ils commutent avec tous
les u*, « € N. Donc
v(u'(20)) = u'(v(x0)) = ' (w(zo)) = w(u’(x0)),
et par conséquent v = w.
Le sens inverse est clair.
(c) 1l est evlent que Vect{Ig,u,...,u" "'} C €(u). Soit v € € (u), alors il existe des scolaires
n—1 .
g, a1, ..., ap_1 tels que v(zg) = > a;u’(xg)). Pour conclure montrons que
i=0
n—1 ‘
v = Z a;ut
i=0
n—1 .
On a v(zg) = w(zp) ol w = ) a;u’, et d’apres la question précédente v = w. Ainsi
i=0
% (u) C Vect{lg,u,...,u" '} et par suite ¢ (u) = Vect{1g, u, ...,u" 1} = K[u].
(d) Dans labase # = {zg,u(z¢), ...,u™ *(z0)} la matrice s’écrit sous la forme :
00 0 ag
1 0 0 a1
0 1
. . 0 an—9
00 o 1 ap—
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n—1
Montrons par récurrence sur n que p,(X) = (—1)" <X" - > aka> .
k=0
Pour n = 1, c’est évlent. Supposons le résultat vrai au rang n — 1, montrons le au rang n.

En développant par rapport a la premiere ligne, on a

-X 0 0 ao
1 -X 0 a1
pu(X)=1] 0 1 R S =
: : -X ap—2
0 0 1 ap1—X
-X 0 0 ai 1 -X 0
1 -X 0 as 0 1 0
-X| 0 1 : — (=1)"aq | 0
: : -X Ap—9 : : -X
0 0 1 a, 1—X 0 0 0 1
et donc d’aprés ’hypothese de récurrence
pu(X) = (FD)"X(X" ! —a, 1 X" 2~ —a)+ (=1)"ag
= (—D)"(X" —ap 1 X" — . —a1 X —ag).
Remarque : Posons v = u" — aglg — aju — ... — ap, 1u" . Ona v(zg) = 0 et d’apres la
question 2.b), v = 0, donc le polynéme Q(X) = X" —a,,_1 X" ! —...—a1 X —ag annule u. Si

on admet le théoreme de Cayly-Hamilton, alors comme deg @ = n, p,(X) = (—1)"Q(X).

3. (a) Soit(eq, €2, ..., €x) une base de F', complétons la a une base de E par des vecteurs e 41, ..., €.
Puisque F est stable par v, alors la matrice de u dans cette s’écrit par bloc sous la forme :

A B
w-(02)
et donc pour tout A € K, p,(\) = det(M — M) = det(A — \})det(C — AI,,_), donc

Pu(X) = py(X)Q(X) ot Q est un polynéme . Donc p, divise p,.
Soit z € ker p,(u), alors p,(z) = p, o Q(u)(z) = Q(u) o py(u)(z) = 0, donc z € ker p, (u).

(b) Conslérons le plus grand entier p pour lequel la famille (z, u(z), ..., u?~!(z)) soit libre. Un
tel entier existe, car la famille (z) estlibre ( puisque z # 0) et que la famille (z, u(z), ..., u" (z))
est liée (formée de n+1 vecteurs en dimensionn ). Posons F = E, (z) = Vect(z,u(z), ..., uP ! (z))
dont # = (z,u(x),...,uP~1 (7)) est une base. Par définition de I'entier p , u?(z) € E, () car

p=1
sinon la famille (z,u(z),...,uP~1(z)) serait libre. On peut donc écrire v?(z) = Y a;u(z)
i=0

avec a; € K. Ce résultat permet aussi d’assurer que I'endomorphisme induit sur F' est cy-
clique, et qu'il est stable par u et donc que p, divise p, . On peut alors écrire p, = Qp, puis
pu(u) = Q(u) o py(u). Il suffit maintenant d’établir p, (u)(x) = 0, pour conclure p, (u)(z) =

p=1 .
0. Le polyndme caractéristique de cette matrice compagnon est p,(X) = (—1)? (X P—>"a;X Z)

- . 1=0
et par suite p, (u)(z) = (—1)P (up(:v) - ;} aiuz($)> = 0.

(c) La propriété est immédiate si z = 0, car p,(u) est une application linéaire, si z = 0 la
question précédente montre que p,(u)(z) = 0. En conclusion p, (u) = 0.
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4. (a) Soit u un endomorphisme de E. Pour tout vecteur z non nul, u(z) et = sont colinéaires, car
dimg Ey,(z) = 1.
Vérifions que u est homothétie, en effet, soient z ety de E, alors il existe \;, Ay et A\, 1, des
scalaires tels que

u(z) = Az, u(y) = Mgy etu(z +y) = Ay (z + y).
Si z et y sont libres, la condition (Ay4y — Az)Z + (Az4y — Ay)y = 0 implique Ay = A, et si
y = ax, alors
u(y) = u(azr) = au(z) = adgz = Ny = Njax,
donc A, = A;. Ainsi il existe A € K tel que pour tout z € F, u(z) = Az, c’est-a-dire u est
une homothétie.
(b) Ilestclair que s# C €' ()). Inversement, soitu € €()), alors fou = uof pour tout f € €'()).

Soit z un vecteur non nul, alors il existe f € A et a € K tel que ker(f — alg) = Kz, donc
f(z) = ax et comme f ou =wuo f,alors

u(az) = f(u(z)) = au(z),
donc u(z) € Kz, ainsi il existe \; € K tel que u(z) = Az et par conséquent u est une
homothétie. D’ot1 I'égalité 77 = €' ().
(c) 1. Soitz unvecteur non nul etsoient ey, e, ..., e, des vecteurs de E tels que (z, ez, €3, ..., €5,)

soit une base de F.
Définissons f € GL(E) par :
f(@) =pz,p#0etp#let f(e) = e
pour i = 2,3,...,n. Il est clair que ker(f — pulg) = Kz et d’apres ce qui précede 77 =
E(N).
2. Soit (eq, e, ..., e,) une base orthonomrmée de E. Soit f 1'élément de <7 défini par :
fle1) = —ej et f(ej) =e; pouri=2,3,...,n
On a ker(f + Ig) = Ke;. Donc pour tout z de E non nul, il existe f € A tel que
ker(f +1g) = Kz. Donc ¢ (&) = 7.

PARTIE II

1. Notons z1, z9, ..., z, des vecteurs propres associés aux valeurs propres Ai, Ag, ..., Ap. La famille
(z1,x9, ..., 2,) est une base de E. Posons y = 1 +x9+... +z,. Pour tout k € {0,1,...,n}, uk(y) =

Mox1+ M2+ ...+ Moz, Supposons que :L_iol a;u'(y) = 0. En exprimant cette relation en fonction
des vecteurs de la famille libre (z1, 29, ..., 2, ), on parvient a p(A1) = p(A2) = ... = p(A,) =0
avec p = nil a;X". Le polyndme p admet plus de racines que son degré donc P = 0 puis
o) = o zlioz a, = 0. Ainsi la famille (y, u(y), ...,u" ! (y)) est une base de E et finalement u

est cyclique.
2. (a) Pour tout \, valeur propre de u, on pose E\ = {z € E/u(z) = Az}.Soitv € €(u) etz € Ej,
alors
wo(z) = vu(z) = v(Ax) = dv(x),
doncv(z) € Ej.

p P
Inversement puisque u est diagonalisable £ = @ E),, soitz = ) z; avec z; € E), on a
i=1 i=1

P P p
vu(z) = Y Nov(z;) etuo(z) = Y wv(z) = Y Nv(x;) (car v(z;) € Ey, ), donc uv = v,
i=1 i=1 i=1

ainsiv € %(u)
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P
(b) Soit v € € (u). u étant diagonalisabe, donc E = € E,,, notons u; ( resp. v;) I'endomor-
i=1
phisme de E), induit par u ( resp. v ). D’apres ce qui précede v € €'(u) si, et seulement si,
pour touti = 1,2,...,p, v; € € (u;).

p
Soit ¢ 'application de % (u) dans [[ € (u;) définie par :
i=1

p(v) = (v1,v2, ..., Vp)

On vérifie facilement que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc

P
dimg € (u) = Z dimg € (u;)
i=1

et comme u; = N1 By, s alors tout v € Z(E;) commute avec u; et donc

dimg % (u;) = dimg Z(B;) = r?

79

ainsi
P

p
dimg € (u) = Y dimg Z(B;) = > _r}.
i=1 ]

=1

(c) Posons g = g1 0gao0...0g,avec g; = (u— Nlg). On a g; o g; = g; o g;. Puisque u est
digaonalisable, alors il suffit de montrer que pour tout vecteur propre de g, g(x) = 0. Soit
z un vecteur propre de u, alors il existe \; tel que g;(z) = u(z) — \jz = 0 et donc g(z) = 0.
Si{lg,u,...,u" 1} estlibre le polyndme minimal serait de degré n, or 7, divise le polyndme
Q(X) = ]£[ (X — )\;), car Q annule u, alors n < p etdoncp = n.

i=1

(d) i)= ii) Si u est cyclique, alors {1, u, ...,u" !} est libre d’apres la question 2 de la premiere
partie.
ii)= iii) Si la condition ii) est vérifié, alors d’apres la question 2. c) de cette partie u admet
n valeurs propres distinctes.
iii)==1v) la condition iii) montre que r; = dimg E), = 1 pour tout et donc dimg ¢'(u) = n,
d’apres la question 2.b) de cette partie.
iv)==viii) D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

() = (54) ()

P
Comme u est diagonalisable, on a ) r; = n et la condition dimg ¢’ (u) = n montre que
i=1
2

n > — donc p > n, ainsi p = n et par conséquent u admet n valeurs propres distinctes.
p

iii)== i) C’est une conséquence de la question 1.

3. (a) L'endomorphisme u étant cyclique donc il existe 2 un vecteur non nul tel que (zg, u(xg), ..., u™ *(z0))
soit une base de F, dans cette base la matrice de u s’écrit sous la forme :
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0 0 - 0 ag
1 0 0 al
0 1 :
0 ap—2
0 0 -1 ap—1
donc
A0 e 0 ao
1 -2 0 aq
A -\, = 0 1 : :
: : A ap—2
0 O o 1 apo1— A
d’ott rg(u — M) est au moins égale a n — 1, pour cela il suffit de remarquer que la sous
matrice d’ordre n — 1, a savoir
1 =X 0
0 1
: -
0 0 1
est inversible ( le bloc sous la diagonale ).
(b) Si u est diagonalisable, £ = @ E), etn = Z r;. La condition rg(u — Ailg, ) > n —1

implique dimg F), < 1, donc rz = dimg E);, = 1 donc nécessaireement p = n et par suite
u admet n valeurs propres deux a deux distinctes.
Inversement, si I’endomorphisme u admet n valeurs propres, alors il est diagonalisable.

4. APPLICATION :

(a)

(b)

Soient A = (GU)USZJSIC) etB = (b'l])(lgl,jgk) de %k(R) et A € R tels que

k k
> aii = by
i—1 =1

pour tout couple (4, j), alors
k k
Z(ai]’ + )\bi]’) = Z(ai]’ + )\bi]’)
i=1 j=1
ceci montre que ./ est un sous-espace vectoriel de .#},(R) et que l'application « est une
forme linéaire.

k
D’autre part, soit A = (ai;)(1<ij<k) € ¢(J), alors I'égalité AJ = JA entraine ) a;; =
- i=1
k
> a;j,doncAe A.
j=1
Réciproque est immédiat.
clair que Il est rgJ = 1, donc dimg ker J = k£ — 1, ainsi 0 est une valeur propre de J et
dimg Ey = k—1. D’autre part, siz =! (1,1, ..., 1), alors Jz = kz, donc k est une valeur de J
et comme dimg Ey = k — 1, alors dimp ker(JJ — kI;) = 1. En conclusion J est diagonalisable
avec Sp(J) = {0,k}, 0 est d’ordre de multiplicité k — 1 et k est d’ordre de multiplicité 1.
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Remarque: J estune matrice symétrique réelle, donc elle est diagonalisable dans .7, (R).
D’apres la question 2. b) de cette partie,

dimg A4 = dimg €(u) = (k —1)> +12 = (k —1)* + 1.

(c) 1l est clair que 3 est une forme linéaire sur .# et que .#y = ker(a — (), donc .# est un
hyperplan de .#, donc il est de dimension (k — 1) +1 —1 = (k — 1)2.

PARTIE III

1. (a) Soitz € E tel que uP~'(z) # 0 et soient a1, as, ..., a;, des scalaires tels que

p—1
Z a;u'(z) =0,
1=0

on applique uP~! a cette inégalité, on obtient apu?~'(z) = 0 et donc a9 = 0, puis on
applique une autre fois u? 2, on obtient a; = 0, de proche en proche on montre que as =
e =0p 1 = 0.

Donc la famille (z, u(z), ..., uP~1 (x)) est libre.

(b) (z,u(z),...,uP"1(x)) est une famille libre de E, qui est de dimension n, donc p < n. Si u est
cyclique, alors il existe 7y € E non nul tel que (zo, u(z), ..., u" ! (z¢)) soit une base de E, on
en déduit qu’il n’existe pas de polyndme P non nul de degré strictement inférieure a n et
tel que P(u)z¢ = 0. Mais on sait que p, annule u, donc le polynéme minimal 7, = (—1)"pa,
et donc deg 7, = n, ici 7, = X?, donc p = n. Réciproquement, si n = p il est clair que u est
cyclique.

2. APPLICATION :
(a) I est clair que A est une application linéaire de Ry [X] dans Ry [X].

(b) Soit P € ker A, donc P(X + 1) = P(X), donc le polyndome P(X) — P(0) admet un in-
finité de racines, d’ot1 il est nul, ainsi P est polynome constant. Inversement tout poly-
nome constant est dans ker A. Donc ker A est 'ensemble des polyndmes constants, donc
dimg ker A = 1.
D’apres le théoreme du rang, dimg Im(A) = n — 1 et comme Im(A) C R,_;[X], alors
ImA = Rk—l [X]
D’autre part, la famille (P;)o<;<) définie par :

XX -1.(X—-i+1)

!

pour 1 < i < k est une base de R;[X] et on vérifie facilement que A(F)) = Oetsii > 1
A(P)) = P,_y,donc (P, Py_1, ..., P1, Py) = (P, A(Py), A%(P), ..., A¥(Py)) est une base de
Ry [X], donc A est cyclique.

(c) Il est évlent que AD = DA, donc D € € (A), et comme A est cyclique, alors € (A) =
Vect{I, A, AZ, ..., AF}.

(d) e k=1.D=A(ag=0,0q =1)
1 —1
. k:2.D:A—§A2 <a0:0,a1:1,a2:—>

PO :letB(X) =

3

2

1 1 -1 1
. k=3-D=A—§A2+§A3, <a0:0,a1:1,a2:— a3=—).

PARTIE IV
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A.

1. Si f est une homothétie de rapport A, de f? = I on déduitque \’» = 1letdonc A =1oul = —1.
e AMF£1l:car f#1g

e )\ # —1:sinon on aurait f2 = I ce qui est impossible par hypothese car 1 < 2 < k.

f n’étant pas une homothétie, d’apres la question 4.a) de la premiere partie il existe un vecteur
z de E tel que la famille (z, f(z)) est libre donc base de E (dimg (E) = 2). On conclut alors que
f est endomorphisme cyclique.

2. (a) Le polynébme minimal, 7y, de f coincide avec le polyndme caractéristique py, en effet : 7
est de degré 1 ou 2 et divise py. f n’étant pas une homothétie donc deg(ny) # 1 par suite
mp=p;. X k—1estun polyndme annulateur de f donc 7; = py le divise.

(b) L'endomorphisme f est diagonalisable sur C car X? — 1 est un polyndme annulateur
scindé a racines simples. f n’étant pas une homothétie , p; admet deux racines distinctes.
py est a coefficients réels donc les deux racines sont toutes réelles ou complexes conju-
guées. Elles sont de module 1 car elles sont racines du polynéme annulateur X* — 1.

Si les deux racines sont réelles distinctes, alors elles sont 1 et -1 . La matrice de f dans une
base de vecteurs propres est D? = I donc u? = I et ceci est absurde. Ainsi les racines de
pu, qui sont des racines X? — 1 sont donc e et =%, donc 6 = %Tﬁ avecl <k <p-—1.
Supposons que qu’il existe 1 < ¢ < p — 1 tel que p = ¢k, alors dans ces conditions
e? = 719 = 1 et donc u? = I, et ceci est absurde. Ainsi k et p sont premiers entre
eux.

3. (a) Puisque u n’admet pas de valeurs propres réelles, alors pour tout z # 0, (z, f(z)) est une
base de E.
Soit (a,b) € R? tel que f(e2) = aey + bu(ey) . La matrice de u dans cette base est

0 a
am(09).
Mais b = Tr(A) = Tr(u) = 2cosf eta = — det(A) = —det(u) = —1, donc
0 -1
A= < 1 2cos6 > '
(b) L'UNICITE : Si @ existe alors ¢(e1,e1) = 1 et p(er,e9) = p(u(er),u(es)) = ¢(ea, aeq + bey)
donc par bilinéarité de ¢ on obtient (1 — a)p(e1,e2) = b et donc ¢(e1,e2) = cosf, ce qui

prouve l'unicité de ¢ .
L’EXISTENCE : Soit ¢ la forme bilinéaire de matrice dans la base (e, e2).

e pler,eq) =1et

@(U(el)a u(el)) = <,0(€2, —e1 + 2cos 962)
= —p(ez,e1) + 2cos Op(ea, e2)
= —cos@+2cosf = cosb

e p(er,er) = cosh et

@(U(el)a U(ez)) = <,0(€2, —e1 + 2cos 962)
= —pl(eg,e1) + 2cosbp(es, er)
= —cosf+2cosf = cosh.
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o p(eg,e2) = 1let

p(u(e2),u(e2)) = ¢(—e1 + 2cos ey, —e; + 2cosbfeg)
= p(e1,e1) —2cosByp(er, ez) — 2cosbp(ea, e1) + 4cos? Og(ea, e3)
= 1—4cos?0+4cos?0 = 1.

On a dong, p(f(z1), f(e1)) = w(e1,e1), p(ulez), u(e2)) = p(ez, ea) et p(uler),u(ez)) =
¢(e1, e2) donc par linéarité de u et bilinéarité de ¢ on obtient :

o(u(X),u(Y)) =e(X,Y), (X, Y) e EXE

1 cos 6

cos 1 > dans la base (e, es) est

Ainsi la forme bilinéaire ¢ de matrice B = <

l'unique forme vérifiant les conditions données.

(¢) Tr(B) = 2 > 0 etdet(B) = 1 — cos?6 = sin?# > 0, donc les valeurs propres de A sont
strictement positives et par conséquent A est définie positive ce qui entraine que ¢ définit
un produit scalaire sur E. u est un endomorphisme ¢-orthogonal puisqu’il conserve le
produit scalaire, et comme det(u) = 1, u est une rotation vectorielle.

1. (a) Supposons qu’il existe un couple (7,7) telque2 <i < j <pet A; = A;. Posonsp = j +k,
donc A; = A, entraine f(A;) = f(A,_x) et donc A;;1 = A, k41 et aprés un certain
nombre d’opérations on obtient A;; ;1 = A; et ceci est absurde.

(b) Soit G le barycentre des points Ay, Ao, ..., A,, alors
P
U <Z Cﬂ;) = 6> (u étant ’application linéaire associée a f )
i=1

et

p p—1
S HOFA) = Y T @A) + (@A = O
i=1 i=1

et comme G est unique, alors f(G) = G. Ainsi f admet au moins un point fixe.

(c) Soit M un point quelqconque de P. Puisque (GA;, GA3) est une base de E ( car GAy =
u(GAy), alors il existe « et § dans R tels que

GM = aGA; + BGA,,

donc

(@) = G (M) = au?(GAL) + fu? (CA3) = af " (G) [P (AL} + B17(C) fP(As) = GM,

donc fP =1gpetuf =Ig.
Pour chaque1 <g¢<p-1

wl(GAy) = FI(G)['(Ar) = GAgsy # GAy,

donc u? # 1.
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(d) Soit M € & tel que f(M) = M, donc u(CW/I) — GM ou encore (u— IE)(m) = 0. Mais la
-1 -1

1 2cosf—1
et par suite GM = 0, donc M = G, donc on a montré que f admet un seul point fixe, qui
est le point G.

matrice de u — Ir dans la base (eq, e9) étant < ), donc elle est inversible

2. Notons || X|| = ¢(X, X) la norme de vecteurs X associée au produit scalaire ¢ et soit d =
|G A1]|?. D’apres la question 3. de la partie A, pour touti = 2,3, ..., p,

—— —— ——

IGAIP = 9(GANI? = o(F (G (AN = IGA|? = ... = |GA ]2 = &2,
donc les points (A4; )( 1<i<p) appartiennent a I'éllipse & de &2, d’équation ||GM|? = d?, c'est-
a-dire d’equatlon 2?2 + y? + 2(cosO)zy — d*> = 0 ( cette équation est écrite dans le repere

(G, GAl,GAQ) )-
——

D’autre part, IGF M| = ||£(G)f (M| = |w(GM)|| = ||W|\, donc Iéllipse & est globalement
invariante par f.
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