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Corrigé de 1’épreuve des maths appliquées et algorithmique

Transformation de Fourier discréte et algorithmique.
Corrigé par M.TARQI! http ://alkendy.x10.mx

I. TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE

Question 1: QUELQUES PROPRIETES DE L'APPLICATION .%.

(a) Soit s € C%. Montons que 5 est une suite périodique de période N, pour cela calculons
S(n+ N)pourn e Z:

z
L

s(n+N) = s(k)wkrN)

il
Ll

s(k)w*mwv

Ainsi Z(C%) c C%. Donc la suite (5(n))nen comporte au plus N éléments distincts qui
sont (5(0),s(1),...,8(N —1)).

(b) Soit s € R etn € Z, alorsona:

I
(]

I
o

0) =
—

Re(3)(n) = ]:Z:s(k) cos (#) et Tm(3 Nzls k) sin (27;5”>

Ceci montre que la partie réelle de .# (s) est paire et sa partle 1mag1naire est impaire.

(c) Soit s € R% et paire, d’apres la premiére question 5 € C%, on a:

e Vn ez,

N-1 N-1 N-1 N

s(n) = s(k)yw™Fn = Z s(—k)wFn = Z s(N — k)ywN=Fn = Z s(w'™,
k=0 k=0 k=0 I=1

et comme s(N) = s(0), alors

N-1 N-1 N-1

s(n) = s(Dw™ 4+ s(N)w™™ = s(w'™ + s(0)w® = s(Hw™ = 35(n)
=1 =1 1=0

Donc 5 € R%,.
e De la méme facon on montre que Vn € Z, 5(—n) = s(n).
En conclusion, s € R%; et paire alors s € R et paire.

Question 2 : CALCUL DE LA TRANSFORMATION DISCRETE.

(a) Pour toutes suites s et t de C% et A € C,ona:

N—

H

N-1 N—
(s + At)( s(B)w™ + 1) t(k)wn
k=0 k=0 k=0

=

!Si vous avez des critiques ou des encouragements a formuler sur le contenu, n’hésitez pas a nous en faire part, et
surtout n’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
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par linéarité de la somme. L'application définie est donc linéaire.
Si ¢(s) = (s(0),s(1),...,s(IN — 1)) = 0, alors par périodicité s(k + N) = 0 pour tout k € Z
et donc s est nulle. Donc ¢ est injective.
Soit maintenant (s, 51, ..., sy_1) € CV, alors la suite (s, )nen de C]ZV définie par s(k) = s
si0 <k < N —1ets(k) = s(k'), ou k' désigne le reste de la division euclidienne de k par
N, vérifier ¢(s) = (so, $1, ..., SN—1). Donc ¢ est surjective.
Conclusion : ¢ est un isomorphisme de C%; dans CV, en conséquence C%; est de dimension
finie et dim C%, = dimCY = N.

(b) Si s = (s0,81,.,8n-1) € CV, alors § = Fn(s) = (5(0),5(1),...,5(N — 1)) ot 5(k) =

N-1

S spwhn.
k=0

(c) Puisque .7 est linéaire, alors .7 est linéaire comme composée d’applications linéaires.
Désignons par (e, ez, ..., e ) la base canonique de CN. Donc pourtoutl </ < N,ona:

Fnle) = (L,wt ..., w', .__’w(Nfl)l)j

et par conséquent 1'élément de la j-ieme ligne et I-ieme colonne est (w(!=D0U=D), .oy

Ainsi
1 1 o 1
1 w oowNTd
Fy = 1 w? oo w2V
1 w]\}_l w(N‘_l)2

(d) Soit s = (sg, s1,...,SnN—1) € Cn. Pour calculer les s(k), il faudra calculer la matrice Fy =
(wl=DU=1), ;1 y, puis effectuer le produit Fy (s).
Le calcul de Fy demande au plus N? opérations, et celui de Fiy(s) demande N multipli-
cations et IV additions, soit 2V opérations, et ceci IV fois, donc 2N 2 opérations.
On a donc un algorithme d’ordre O(N?).

Question 3 : PROPRIETES DE LA MATRICE Fl.

(a) La norme associée a ce produit scalaire est définie par :
N-1 1/2
Vo = (z0,21,....en-1) € CN, x| = (z]z) = (Z mﬁ) .
i=0

jw=DG=D12 = p (jw=DU-1| = 1), et donc || Zn(e)|2 = /D et ceci

=

Ainsi Hﬂ\]\[(el)H% =
1

J
pour toutl <[ < N.

(b) Soit I # k, alors (Zn(e))|Znler)) = S wlwk = 3 wk-Di =, puisque les wk=0J
7=0 7=0
sont exactement les racines N-iemes de 1'unité. Ainsi les vecteurs colonnes de F sont
deux a deux orthogonaux.

(c) Notons ‘FyFn = (cij)o<i j<n-1, alors pour tout (4,5), ona:
L Rl N, sii=j
o ik —kj _ (i—j)k _ ; =
R TR S e
k=0 k=0

D'oit ‘FyFy = NIy. Donc Fy est inversible et Fi,' = %tF_N = +Fy et par conséquent
Z N est bijective et sa réciproque est ’application définie par :
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s = (80,81, ---,SN—l) — 971(8) = (50,51, ---;EN—l)

| Nl
avecs, = — spwkn
n = )
N
k=0

Question 4 : TRANSFORMATION DE FOURIER DISCRETE ET CONVOLUTION.
Soient x = (xg, x1,...,xN-1) ety = (Y0, Y1, .-.,yn—1) de CV.On a, pour tout n € Z:

. N-1
k
(x*xy), = ZEw""
k=0
N-—1
k
= 2 zjg | Wt
k=0 \j+i= k(mod N)
N-1
in, (k—j)n
= ijyk j (mod N) w’ w( 2
k=0 7=0

N-1 -
= < zpwtn Zyl =(zoy),.

etdonc Zn(z xy) = Fn(x) o Fn(y).
II- TRANSFORMATION DE FOURIER RAPIDE

Question 5: ETUDE D’UN EXEMPLE PRELIMINAIRE.

1 1 1 1 §0:SO+51+82+83
1 — =1 2 ~ §1 = Sg — 18] — S9 + 183
a) Dan as Fy = tdoncs = ~
(@) Scecas fu 1 -1 1 -1 etdoncs 89 =89 — S1+ S2 — 83
1 + -1 — S3 = 89 + 951 — S — 153

(b) On a w = —i, donc il suffit de prendre do = S0 + 52 et{ ST 0TSz
bo = s1+ s3 by =51 —s3

. 1 1
(c) Le vecteur o1 = (ag, ay) s’écrit comme F < ZO ) = ( ) ) > < ZO > et le vecteur oy =
2 — 2

(bo, b1) vérifie la relation :

Question 6 : GENERALISATION ET CALCUL DE "COMPLEXITE".

—2im

(a) Posons wy = w = e~ , et considérons s = (sg, 51, ...,sny_1) € C. Par définition de .Zy;,
on a pour toutn = 0,1, ...,N —1:

ﬂ_l ﬂ_l
2j n(2j+1)
E sij = E s Wi + E S2j+1Wpr
J-1 J-1
Ceci s’écrit aussi s, = ) SQJ’U)N +wh > 52]+1wNJ
j=0 2 j=0
N

Finalementsi0 < k < o5 ona:

Sp = Ay + Wiy B,
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ou les A, (resp. B,, ) sont les images par .# n des vecteurs s; = (52j)0<j<ﬂ71 (resp. sy =
2 —J =2

. N
(52j+1)0<j<ﬂ_1), et toujours pour 0 < n < DX ona:
=J=7

(n+5);

et donc
s N = Ay — Wi By,

(b) Notons s,, le nombre d’additions et soustractions et r,, le nombre de multiplications né-
cessaires pour calculer .Fq(s).

On a %5(sg,s1) = (so + s1,80 — s1), donc s1 = 2 et r; = 0. La calcul de Fjn(a) fait in-

N

tervenir deux transformations de Fourier de taille % a savoir .Zn (s1) et Zu (s2), ainsi 3
2 2

multiplications complexes et NV additions complexes. On a donc les inégalités suivantes :

8¢ <251+ N =251 +21
rq§2rq,1+5:2rq,1+2 , g>1.

Mais uy = s4 + 14, alorsona:

up =2 et ug < 2uy 1 +3x217H g>1.

3
+

U Ug— 3 U
¢) L/inégalité () entraine —4 < —4— + = etdonc £ < —
& 2

Uy
20 — 20-1 2 24 2

(¢ — 1) et par conséquent
Uy <294+ 3(g—1)27 = N + ;N(logz N —1).
(d) La méthode de division décrite dans cette partie demande au plus v, opérations avec
vg =N+ ;N(logQN —1)=0O(Nlogy, N),
alors que la méthode directe de la question /.2.d demande w, opérations avec
wy = 2N? = O(N?).

Conclusion : le calcul par la deuxieme méthode est donc tres nettement plus rapide que
celui par la deuxiéme méthode.

FIN DE L'EPREUVE
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