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Exercice
Calcul d’intégrales

0.1 Étude des racines du polynôme Pλ
0.1.1 D’après la relation entre les coe�cients et les racines d’un polynôme z1 + z2 = −2λ et z1z2 = 1.

0.1.2 Comme z1z2 = 1, alors z2 =
1

z1
= e−iθ . Dans ce cas 2λ = eiθ + e−iθ , donc λ = cos θ ce qui est

absurde puisque λ /∈ [−1, 1].
0.1.3 0 n’est pas une racine de Pλ, donc |z1| > 0. Si |z1| > 1, alors |z2| ≥ |z1| > 1 ce qui donne

|z1z2| > 1. Mais ceci est impossible puisque z1z2 = 1. Donc, compte tenu de la question 0.1.2,
nécessairement |z1| < 1.
On ne peut pas avoir |z2| ≤ 1, sinon z1z2 serait di�érent de 1. En conclusion, 0 < |z1| < 1 < |z2|.

0.2 On a Pλ = (X−z1)(X−z2), donc
1

Pλ
=

α

X − z1
+

β

X − z2
avec α =

1

z1 − z2
et β =

1

z2 − z1
. D’où :

1

Pλ
=

1

z1 − z2

(
1

X − z1
− 1

X − z2

)
.

0.3 Développement de la fonction Fλ en série trigonométrique
0.3.1 Pour tout x ∈ R, on a :

Fα(x) =
1

λ+ cosx
=

2

2λ+ eix + e−ix
=

2eix

2λeix + e2ix + 1
=

2eix

Pλ(eix)
.

0.3.2 D’après le décomposition en éléments simples de
1

Pλ
, on obtient :

Fλ(x) =
2eix

z1 − z2

(
1

eix − z1
− 1

eix − z2

)
=

2

z1 − z2

(
1

1− z1e−ix
− 1

1− z2e−ix

)
et comme z1z2 = 1, alors :

Fλ(x) =
2

z1 − z2

(
1

1− z1e−ix
+

z1e
ix

1− z1eix

)
.
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0.3.1 On a |z1 cos(nx)| ≤ |z1|n et la série
∑
n∈N∗

|z1|n converge ( série géométrique de raison |z1| < 1 ),

donc la série
∑
n∈N∗

zn1 cos(nx) converge absolument, donc elle converge. D’autre part, on sait que

pour tout x ∈ R et puisque |z1| < 1, alors
∞∑
n=0

(
e−ixz1

)n
=

1

1− e−ixz1
, de même,

∞∑
n=0

(
eixz1

)n
=

1

1− eixz1
, d’où pour tout x ∈ R, on a :

Fα(x) =
2

z1 − z2

( ∞∑
n=0

(
e−ixz1

)n
+ z1e

ix
∞∑
n=0

(
eixz1

)n)

=
2

z1 − z2

( ∞∑
n=0

(
e−ixz1

)n
+
∞∑
n=1

(
eixz1

)n)

=
2

z1 − z2

(
1 +

∞∑
n=1

zn1 (e
inx + e−inx)

)

=
2

z1 − z2

(
1 + 2

∞∑
n=1

zn1 cos(nx)

)

0.4 Application au calcul d’intégrales

0.4.1 Pour tout x ∈ R et tout n ∈ N, on a |wn(x)| ≤ |z1|n. Cette inégalité montre que la série
∑
n∈N∗

wn

converge normalement et donc uniformément sur R.
0.4.2 D’après ce qui précède, pour tout t ∈ [0, π], on a :

cos(pt)

λ+ cos t
= cos(pt)Fλ(t) =

2

z1 − z2

(
cos(pt) + 2

∞∑
n=1

cos(nt) cos(pt)

)
Cette dernière série converge normalement ( car t 7→ cos(pt) est bornée ) et donc uniformément
sur [0, π], on peut donc l’intégrer terme à terme, ce qui donne∫ π

0

cos(pt)

λ+ cos t
dt =

2

z1 − z2

(∫ π

0
cos(pt)dt+ 2

∞∑
n=1

∫ π

0
cos(nt) cos(pt)dt

)
.

En utilisant maintenant les formules∫ π

0
cosnt cos ptdt =

1

2

∫ π

0
(cos(n+ p)t+ cos(n− p)) dt = 0, n 6= p

et ∫ π

0
cos2 ptdt =

∫ 1

0

1 + cos(2pt)

2
dt =

π

2
,

on obtient : ∫ π

0

1

λ+ cos t
dt =

2π

z1 − z2
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et pour p ∈ N∗, on obtient :∫ π

0

cos pt

λ+ cos t
dt =

4zp1
z1 − z2

∫ π

0
cos2 ptdt =

4zp1
z1 − z2

π

2
=

2zp1π

z1 − z2
.

0.5 • Si λ = 2, alors z1 =
√
3− 2 et z2 =

√
3 + 2. On obtient par la formule précédente∫ π

0

cos(nt)

2 + cos t
dt =

(√
3− 2

)n
√
3

π.

• Si λ = cosh a, alors z1 = e−a et z2 = ea. On obtient donc∫ π

0

cos(nt)

cos t+ cosh a
dt =

2enaπ

e−a − ea
= − enaπ

sinh a
.

Problème
Étude d’une série entière

Première partie :
Quelques résultats préliminaires

1.1 Une inégalité utile
1.1.1 La fonction ϕ de classe C 2 sur [0, 1], donc on peut lui appliquer la formule de Taylor avec reste

intégrale sur l’intervalle [0, t] où t ∈ [0, 1]. On a :

ϕ(t) = ϕ(0) + tϕ′(0) +

∫ t

0
(t− s)ϕ′′(s)ds = tϕ′(0) +

∫ t

0
(t− s)ϕ′′(s)ds

1.1.2 Il su�t de remplacer t par 1 dans la formule précédente.
1.1.3 Appliquons la relation de Chasles :∫ 1

0
(min(s, t)− st)ϕ′′(t)ds =

∫ t

0
(min(s, t)− st)ϕ′′(t)ds+

∫ 1

t
(min(s, t)− st)ϕ′′(t)ds

=

∫ t

0
(s− st)ϕ′′(t)ds+

∫ 1

t
(t− st)ϕ′′(t)ds.

Or ∫ t

0
(s− st)ϕ′′(t)ds = (1− t)

∫ t

0
sϕ′′(s)ds

= (1− t)
([
sϕ′(s)

]t
0
−
∫ t

0
ϕ′(s)ds

)
= (1− t)

[
tϕ′(t)− ϕ(t)

]
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et ∫ 1

t
(t− st)ϕ′′(t)ds = t

∫ 1

t
(1− s)ϕ′′(s)ds

= t

([
(1− s)ϕ′(s)

]1
t
+

∫ 1

t
ϕ′(s)ds

)
= −t

[
−(1− t)tϕ′(t) + ϕ(t)

]
.

D’où ∫ 1

0
(min(s, t)− st)ϕ′′(t)ds = (1− t)

[
tϕ′(t)− ϕ(t)

]
− t
[
−(1− t)tϕ′(t) + ϕ(t)

]
= −ϕ(t).

1.1.4 Pour s ∈ [0, 1] �xé, on pose h(t) = min(s, t)− st. On a :

h(t) =

{
(1− s)t si 0 ≤ t ≤ s
s(1− t) si s < t ≤ 1

Cette fonction h est positive sur [0, 1], croit sur [0, s] et décroit sur [s, 1], donc 0 ≤ h(t) ≤ h(s) =
s− s2. La fonction s 7→ s− s2 admet un maximum en

1

2
qui égal à

1

4
. D’où :

∀(s, t) ∈ [0, 1]2, 0 ≤ min(s, t)− st ≤ 1

4
.

L’inégalité de la question 1.1.3 montre que ϕ(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1]. Ainsi, par inégalité
triangulaire des intégrales :

0 ≤ ϕ(t) ≤ 1

4

∫ 1

0
−ϕ′′(s)ds = 1

4

(
ϕ′(0)− ϕ′(1)

)
.

1.2 Étude de la convergence d’une intégrale et d’une série numérique

1.2.1 La fonction f : t 7→ 1

t ln2 t
est continue sur [2,+∞[, de plus, pour x ≥ 2, on a :∫ x

2

dt

t ln2 t
= −

[
1

ln t

]x
2

=
1

ln 2
− 1

lnx

Cette quantité admet une limite �nie quandx tend vers+∞, donc l’intégrale
∫ +∞

2

dt

t ln2 t
converge

et sa valeur vaut
1

ln 2
.

1.2.2 La fonction f étant croissante sur [2,+∞[, donc l’intégrale
∫ +∞

2

dt

t ln2 t
et la série

∑
n≥2

1

n ln2 n

sont de même nature, comme elle s’agit d’une intégrale convergente alors la série
∑
n≥2

1

n ln2 n
converge.

1.3 Formule de binôme généralisée
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1.3.1 Il est clair que fα est dérivable sur ] − 1,+∞[ et que f ′(x) = α(1 + x)α−1, donc fα solution de
l’équation di�érentielle (1 + x)y′ − αy = 0.

1.3.2 (i) Pour tout x ∈]− r, r[, on a ψ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1. D’où :

(1 + x)ψ′(x)− αψ(x) = (1 + x)
∞∑
n=1

nanx
n−1 − α

∞∑
n=0

anx
n

=
∞∑
n=1

nanx
n−1 +

∞∑
n=1

nanx
n − α

∞∑
n=0

anx
n

=

∞∑
n=1

nanx
n−1 +

∞∑
n=0

(n− α)anxn

=
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n +

∞∑
n=0

(n− α)anxn

=

∞∑
n=0

((n+ 1)an+1 + (n− α)an)xn

Ensuite, par unicité des coe�cients d’une série entière, ∀x ∈]−r, r[, (1+x)ψ′(x)−αψ(x) =
0⇔ ∀n ∈ N, (n+ 1)an+1 + (n− α)an = 0.

(ii) Pour tout n ∈ N, on a :

(n+ 1)an+1 + (n− α)an = 0 ⇔ an =
α− (n− 1)

n
an−1

⇔ an =
α− (n− 1)

n
× α− (n− 2)

n− 1
× ...× α

1
a0

⇔ an =

(
α

n

)
a0.

(iii) Puisque α /∈ N, la suite (an)n∈N ne s’annule pas et pour n > α,
∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = n− α
n+ 1

Cette

expression tend vers 1 quand n tend vers +∞ et d’après la règle de d’Alembert, ρ = 1.
1.3.3 Si la fonction (1 + x)α est développable en série entière, les coe�cients de cette série sont nécessai-

rement données par la relation an =

(
α

n

)
, et inversement, la série

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn admet un rayon de

convergence non nul ρ = 1. Sur l’intervalle de convergence, la somme de cette série est solution de
l’équation di�érentielle (1 + x)y′ − αy = 0 et prend, pour x = 0, la valeur 1, cette somme, par le
théorème de Cauchy-Lipschitz, est (1 + x)α. On peut donc écrire :

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn.

Deuxième partie
Calcul du rayon de convergence et de la somme de la série entière en question
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2.1 Pour tout t ∈ [0, 1] et k ∈ [[0, n − 1], on a −k ≤ t − k ≤ 1 − k et donc

∣∣∣∣∣
n−1∏
k=0

(t− k)

∣∣∣∣∣ ≤ n!, d’où∣∣∣∣( tn
)∣∣∣∣ ≤ 1.

2.2 L’inégalité de la question précédente, montre que ∀n ∈ N, |bn| ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣( tn
)∣∣∣∣ dt ≤ 1, donc par compa-

raison la rayon de convergence de la série
∑
n∈N

bnx
n est au moins égal à 1, donc R1 ≥ 1.

2.3

2.3.1 Pour x ∈] − 1, 1[, on a ∀t ∈ [0, 1], |un(t)| =
∣∣∣∣( tn

)∣∣∣∣ |x|n ≤ |x|n. Donc on peut conclure que la

série
∑
n∈N

un converge normalement et donc uniformément sur [0, 1].

2.3.2 D’après la question précédente, on peut intégrer terme à terme la série
∑
n∈N

un sur [0, 1], dont la

somme est t ↪→ (1 + x)t :

∀x ∈]− 1, 1[,

∫ 1

0
(1 + x)tdt =

∞∑
n=0

∫ 1

0
un(t)dt =

∞∑
n=0

[∫ 1

0

(
t

n

)
dt

]
xn =

∞∑
n=0

bnx
n.

Pour conclure, il su�t de remarquer que

∫ 1

0
(1 + x)tdt =

∫ 1

0
et ln(1+x)dt =

[
et ln(1+x)

ln(1 + x)

]1
0

=
x

ln(1 + x)
.

2.4

2.4.1 Si x ∈]0, 2[, x − 1 ∈] − 1, 1[ et donc f(x − 1) =
x− 1

lnx
, d’où lim

x→0+
lnxf(x− 1) = −1 et donc

f(x− 1) ∼
x→0+

−1
lnx

.

2.4.2 Si on supposeR1 > 1, alors f serait bien dé�nie [−1, 1] et en particulier en−1. Mais l’équivalence

de la question précédente montre que lim
x→0+

−1
lnx

= f(−1) ( limite �nie ) ce qui est absurde puisque

lim
x→0+

−1
lnx

= +∞. Donc nécessairement R1 ≤ 1, mais le résultat de la question 2.3.2 montre que
R1 ≥ 1. En conclusion R1 = 1.

Troisième partie
Étude du comportement de la série entière aux bornes de son intervalle de

convergence

3.1 Étude de la suite de fonctions (hn)n≥2
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3.1.1 Pour n ≥ 2 et t ∈ [0, 1], on a :

n∑
k=2

vk(t) =
n∑
k=2

ln

(
1− t

k

)
− t

n∑
k=2

ln

(
1− 1

k

)

= hn(t)− t lnn− t

(
n∑
k=2

(ln(k − 1)− ln k)

)
= hn(t)− t lnn− t (ln 1− lnn)

= hn(t)

3.1.2 La fonction vn véri�e les mêmes hypothèses que la fonction ϕ de la section 1.1, donc on peut
utiliser l’inégalité de la question 1.1.4 :

∀t ∈ [0.1], 0 ≤ vn(t) ≤
v′n(0)− v′n(1)

4
=

1

4(n− 1)
− 1

4n
.

3.1.3 Pour tout t ∈ [0, 1], 0 ≤ vn(t) ≤ αn où αn =
1

4(n− 1)
− 1

4n
∼ 1

4n2
. Donc la série

∑
n∈N∗

αn

converge, et par conséquent la série
∑
n≥2

vn converge normalement sur [0, 1].

3.1.4 D’après la question 3.1.3 la série
∑
n≥2

vn converge normalement sur [0, 1], donc elle converge uni-

formément sur [0, 1], ceci est équivalent à la convergence uniforme de la suite de fonctions (hn)n≥2
sur [0, 1].
Les hn sont continues sur [0, 1] et la convergence uniforme conserve la continuité, donc h est
continue sur [0, 1].

3.2 Recherche d’un équivalent de la suite (bn)n∈N
3.2.1 Par dé�nition, on a :

bn =
1

n!

∫ 1

0
t(t− 1)...(t− n+ 1)dt =

(−1)n−1

n!

∫ 1

0
t(1− t)...(n− 1− t)dt = (−1)n−1|bn|

puisque t(1− t)...(n− 1− t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1] et n ∈ N∗.
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3.2.2 On a :

(n+ 1)!|bn+1| =

∫ 1

0
t(1− t)

n∏
k=2

(k − t)dt

=

∫ 1

0
t(1− t)e

ln
n∏

k=2
(k−t)

dt

=

∫ 1

0
t(1− t)e

n∑
k=2

ln(k−t)
dt

=

∫ 1

0
t(1− t)e

n∑
k=2

ln k+ln(1− t
k )
dt

= n!

∫ 1

0
t(1− t)e

n∑
k=2

ln(1− t
k )
dt

= n!

∫ 1

0
t(1− t)ehn(t)−t lnndt

D’où (n+ 1)|bn+1| =
∫ 1

0
t(1− t)e−t lnnehn(t)dt.

3.2.3 (vn)n≥2 est une suite à terme positifs, donc (hn)n≥2 aussi, donc sa somme partielle reste inférieure

ou égale
∞∑
n=0

vn, c’est-à-dire ∀t ∈ [0, 1], hn(t) ≤ h(t). D’autre part, l’inégalité de la question 3.1.2

montre que h(t)− hn(t) =
∞∑

k=n+1

vk(t) ≤
∞∑

k=n+1

(
1

4(k − 1)
− 1

4k

)
=

1

4n
.

3.2.4 L’inégalité précédente s’écrit :

∀t ∈ [0, 1],
−1
4n

+ h(t) ≤ hn(t) ≤ h(t),

donc, en multipliant par la fonction positive t 7→ t(1− t), on obtient l’encadrement demandé :

e
−1
4n

∫ 1

0
t(1− t)e−t lnneh(t)dt ≤ (n+ 1)|bn+1| ≤

∫ 1

0
t(1− t)e−t lnneh(t)dt.

3.2.5 Il su�t d’utiliser le changement de variable t =
s

lnn
.

(i) h étant continue sur l’intervalle [0, 1], donc g est continue sur [0, 1] et aussi sur ]1,+∞[. De
plus lim

x→1+
g(x) = 0 = lim

x→0−
g(x), donc g est continue sur [0,+∞[.

(ii) Pour s ≥ 0, on pose fn(s) = se−sg
( s

lnn

)
. Cette suite de fonctions converge simplement

vers s 7→ se−s sur [0,+∞[, de plus la fonction g est bornée sur R par un certain M > 0
puisqu’elle nulle sur ]1,+∞[ ; donc

∀s ≥ 0, ∀n ≥ 2, |fn(s)| ≤Mse−s.

Donc le théorème de convergence dominé s’applique, d’où :

lim
n→∞

∫ +∞

0
se−sg

( s

lnn

)
ds =

∫ +∞

0
se−sds = [−e−s]+∞0 = 1.
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(iii) D’après la question précédente,

lim
n→∞

∫ lnn

0
se−s

(
1− s

lnn

)
eh(

s
lnn)d = lim

n→∞

∫ +∞

0
se−sg

( s

lnn

)
ds = 1

En utilisant l’encadrement de la question 3.2.4, on obtient :

lim
n→∞

(n+ 1) ln2(n+ 1)|bn+1| = 1

car lim
n→∞

ln(n+ 1)

lnn
= 1. Donc |bn| ∼

n→+∞

1

n ln2 n
et comme bn = (−1)n−1|bn|, donc

bn ∼
n→+∞

(−1)n−1

n ln2 n
.

3.3 Retour à l’étude de la série entière aux bornes de son intervalle de convergence

3.3.1 Pour tout x ∈ [−1, 1], on a |bnxn| ≤ |bn| et
∑
n∈N
|bn| converge d’après l’équivalence |bn| ∼

n→+∞

1

n ln2 n
et le résultat de la question 1.2.2. Donc la série

∑
n∈N

bnx
n converge normalement sur [−1, 1].

3.3.2 D’après la question 2.3.2, ∀x ∈]− 1, 1[, f(x) =
x

ln(1 + x)
.

3.3.3 Le résultat de la question 3.3.1, montre que la série
∑
n∈N

bnx
n converge uniformément sur [−1, 1],

donc sa somme f est une fonction continue sur [−1, 1], en particulier en −1 :

∞∑
n=0

(−1)nbn = f(−1) = lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

x

ln(1 + x)
= 0.

• • • • • • • • ••
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