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Exercice

Calcul d’intégrales

0.1 Etude des racines du polynéme P,

0.1.1 D’aprés la relation entre les coefficients et les racines d’un polynome 21 + z0 = —2\ et 2120 = 1.
1 , . ,

0.1.2 Comme z129 = 1, alors z0 = — = ¢~ Dans ce cas 2\ = € + ¢ donc A = cos ce qui est
21

absurde puisque A\ ¢ [—1,1].
0.1.3 0 n’est pas une racine de Py, donc |z;| > 0. Si |z1]| > 1, alors |z2] > |z1] > 1 ce qui donne

|z12z2| > 1. Mais ceci est impossible puisque 2122 = 1. Donc, compte tenu de la question 0.1.2,

nécessairement |z1| < 1.

On ne peut pas avoir |z2| < 1, sinon zj 23 serait différent de 1. En conclusion, 0 < |21| < 1 <

ZQ|.

1 o 3 1 1
0.2 Ona Py = (X — X —29),donc — = =—etf = .D’ou:
naP, = ( 21)( 29), donc A X—21+X—22 avec o po—— et 8 po—— ou

1 1 1
PA_Zlf,ZQ X*Zl X*ZQ '
0.3 Développement de la fonction I\ en série trigonométrique
0.3.1 Pourtoutz € R,ona:

1 2 _ 2e'” 2
 Atcosr  2Xt e femit e fe2ir 41 Py(eir)’

Fy(x)

0.3.2 D’apres le décomposition en éléments simples de .- on obtient :
A

Fy(2) 2¢i® 1 1 2 1 1
T) = . — — = — — ‘
A 21— 29 \e¥® —2z1  e¥ — 29 21— 29 \1—2z1e7® 1 — 297 %

Fy(z) = 2 ( 1 N z1€'® )

1—ziem@® = 1 — ze®
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0.3.1

On a |z1 cos(nz)| < |2z1|" et la série Z |z1|"™ converge ( série géométrique de raison |z1| < 1),
neN*

donc la série E 21 cos(nx) converge absolument, donc elle converge. D’autre part, on sait que

neN*
oo 1 e}
. —ix n A T n
pour tout = € R et puisque |z1| < 1, alors Z (e 21) = —ina, Ty de méme, Z (e zl) =
1 n=0 n=0
———,doupourtoutx € R,ona:
1—e®z

Fale) = 21— 2

21— 22

2
Z1 — 22

[
(
[

0.4 Application au calcul d’intégrales

0.4.1

0.4.2

Pour tout z € Ret toutn € N, on a |w,(z)| < |21]|". Cette inégalité montre que la série Z Wp,
neN*
converge normalement et donc uniformément sur R.

D’apreés ce qui précéde, pour tout ¢ € [0, 7], on a:
cos(pt) >
T(:I:)st = cos(pt)F\(t) = po—— (cos(pt) + 2; cos(nt) cos(pt))

Cette derniére série converge normalement ( car ¢ — cos(pt) est bornée ) et donc uniformément
sur [0, 7], on peut donc l'intégrer terme a terme, ce qui donne

™ cos(pt) 2 /” > /7r
————dt = t)dt + 2 t t)dt | .
/0 p\p— o ( ; cos(pt)dt + ; ; cos(nt) cos(pt)

En utilisant maintenant les formules

™ 1 ™
/ cos nt cos ptdt = 3 / (cos(n + p)t +cos(n —p))dt =0, n#p
0 0

et

2

7T 1 27
dt =
0o A+tcost 21 — 29

m 1
1 2pt
/ cos? ptdt = / Mdt = E’
0 0 2

on obtient :




et pour p € N*, on obtient :

T cospt 42 i 42 7 20
/ _CosPt dt = 1 / cos? ptdt = Sl S
o A+cost z1— 22 Jo 21— 29 2 21 — 29

0.5 ®Si\ =2, alors z; = V3 — 2 et zp = V/3 + 2. On obtient par la formule précédente

/’T cos(nt) gt (V3 - 2)”
0

= .

2+ cost V3

e Si A\ = cosha, alors 21 = ¢~ % et 29 = €% On obtient donc

/7r cos(nt) 2eM%r et
dt = = —— .
o cost—+cosha e~ — e sinh a
\
Probleme

Etude d’une série entiere

Premiere partie :
Quelques résultats préliminaires

1.1 Une inégalité utile
1.1.1 La fonction ¢ de classe € sur [0, 1], donc on peut lui appliquer la formule de Taylor avec reste
intégrale sur I'intervalle [0,¢] ou ¢ € [0,1]. On a:

o(t) = 9(0) + t(0) + / (t - 5)¢"(s)ds = 1/ (0) + / (t— )¢ (s)ds

1.1.2 1l suffit de remplacer ¢ par 1 dans la formule précédente.
1.1.3 Appliquons la relation de Chasles :

1 t 1
/0 (min(s,t) — st)"(t)ds = /0 (min(s,t) — st)¢" (t)ds —l—/t (min(s,t) — st)" (t)ds
t 1
= / (s — st)"(t)ds + / (t — st)¢” (t)ds.
0 t

/0(8—st)<p (t)ds = (1—t)/0 s¢"(s)ds

~ - ([890'(8)}8 - sO’(S)dS>
= (1—1t) [t/ (t) — o(t)]



et
/ (st (as = 1 / (1 9 (5)ds
= i (la- 9+ [ o)

= —t[-(1 =t () + o(t)] -
D’ou
1
/0 (min(s, ¢) — st)"(t)ds = (1—1) [te(t) — o(t)] —t [-(1 = )t (t) + o(t)]
= —p()
1.1.4 Pour s € [0, 1] fixé, on pose h(t) = min(s,t) — st. On a:

=5t si0<t<s
h(t)_{ s(I—t) sis<t<l1

Cette fonction h est positive sur [0, 1], croit sur [0, s] et décroit sur [s, 1], donc 0 < h(t) < h(s) =
1

. . : Lo,
s — s2. La fonction s — s — s admet un maximum en 5 qui égal a T D’ou:

V(s,t) €[0,1]%, 0 < min(s,t) — st <

N

L’inégalité de la question 1.1.3 montre que ¢(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 1]. Ainsi, par inégalité
triangulaire des intégrales :

1
0<e0 <] [~ s = 1 (0 -2 ).

1.2 Etude de la convergence d’une intégrale et d’une série numérique

1.2.1 La fonction f : t > —— est continue sur [2, +00], de plus, pour z > 2, ona:
t

tln
/”” dt 1 ”C_ 1 1
2 tint Int 2_1112 Inx

e dt
Cette quantité admet une limite finie quand x tend vers +o0, donc I'intégrale / =y converge
2 n
1
et sa valeur vaut —.
In2
L . e e dt . 1
1.2.2 La fonction f étant croissante sur [2, +oo[, donc I'intégrale —— et la série Z 5
2 tIn“t = nln“n
—~ 1
sont de méme nature, comme elle s’agit d’'une intégrale convergente alors la série Z s
nln“n
n>2

converge.
1.3 Formule de bindme généralisée



1.3.1 Tl est clair que f, est dérivable sur ] — 1, +oo[ et que f'(x) = a(1 + 2)* !, donc £, solution de
I’équation différentielle (1 + x)y’ — ay = 0.

o0
1.3.2 (i) Pourtoutz €] —r,7[,ona’(z) = Z na,z" "' Dol :

n=1

o0 o
1+ 2))(z) —a(z) = (1+x) Z nanz" ! — o Z anz"
n=1 n=0
o o x
= Z na,z" ' + Z nanpT" — o Z anx”
n=1 n=1 n=0

o0 o0
= g nanz" "t + g (n — a)apz™
n=1 n=0

= Z(n + Dapr12™ + Z(n —a)apz”
n=0 n=0

= Z((n + Daps1 + (n — a)ay)z"”
n=0

Ensuite, par unicité des coefficients d’une série entiere, Vo €] —r, 7|, (1+z)¢' (x) —arp(z) =
0 VneN, (n+1)apt1 + (n — a)a, = 0.
(ii) Pour toutn € N,ona:

—(n—1
(n+Dapy1 + (n—a)a, =0 & ay = O[(Z)an_l
-1 a—(n-2
& an:a (n )xa (n )x...xgao
n n—1 1

«
4 an:< )ao.
n

(iii) Puisque o ¢ N, la suite (ay,)nen ne s’annule pas et pour n > a,

a n—o«
ntll = Cette
an, n+1

expression tend vers 1 quand n tend vers +o0o et d’apres la régle de d’Alembert, p = 1.

1.3.3 Si la fonction (1 + x)“ est développable en série entiére, les coefficients de cette série sont nécessai-
o

L . « . ‘- ay o,
rement données par la relation a,, = , et inversement, la série E 2" admet un rayon de
n n

n=0
convergence non nul p = 1. Sur l'intervalle de convergence, la somme de cette série est solution de

I’équation différentielle (1 + z)y’ — ay = 0 et prend, pour z = 0, la valeur 1, cette somme, par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, est (1 + )®. On peut donc écrire :

Vo] - 1,1 (1+2)* = ni <Z>x"

Deuxieme partie
Calcul du rayon de convergence et de la somme de la série entiére en question



n—1

[J¢-k)

k=0

2.1 Pour toutt € [0,1] etk € [O,n —1],ona —k < t—k < 1 — k et donc
()
n

1

<),

raison la rayon de convergence de la série E bpx" est au moins égal a 1, donc Ry > 1.
neN

< nl, d’ou

<L

t
< ) ‘ dt < 1, donc par compa-
n

2.3

23.1 Pourx €] — 1,1[,onaVt € [0,1], |u,(t)| = ‘<t>
n

|z|"™ < |z|"™. Donc on peut conclure que la

série E uy, converge normalement et donc uniformément sur [0, 1].
neN

2.3.2 D’apres la question précédente, on peut intégrer terme a terme la série Z uy, sur [0,1], dont la

neN
somme est t < (1 + )" :

Vo e —1,1], / (1+2)tdt = Z/ U (t g{/ <>t]x”:7§)bnx”.

Pour conclure, il suffit de remarquer que

1 1 tIn(1+x) "
1 tdt _ tln(1+x)dt — € _ )
/0 +=) /0 ‘ ml+2)|  In(l+a)
2.4
1
241 Siz €]0,2,x —1 €] —1,1[etdonc f(z — 1) = T dob lim Inzf(x —1) = —1 et donc
z—0+
—1
1) o~
J( )x—>0+ Inz

2.4.2 Sionsuppose Ry > 1, alors f serait bien définie [—1, 1] et en particulier en —1. Mais I’équivalence

de la question précédente montre que hm+ 1_— = f(—1) (limite finie ) ce qui est absurde puisque
z—0T INT
hm+ 1_— = +00. Donc nécessairement R; < 1, mais le résultat de la question 2.3.2 montre que
z—0t INT

R1 > 1. En conclusion R; = 1.

Troisieme partie
Etude du comportement de la série entiére aux bornes de son intervalle de
convergence

3.1 Etude de la suite de fonctions (h;,),>2



3.1.1

3.1.2

Pourn >2ett € [0,1],ona:

> wk(t)
k=2

§1n<1—2>—téln(l—;>
= ho(t)—tlnn —t (zn: (In(k — 1) —mk))

k=2
= hp(t)—tlnn—t(Inl—1Inn)

= hy (t)

La fonction v, vérifie les mémes hypotheéses que la fonction ¢ de la section 1.1, donc on peut
utiliser 'inégalité de la question 1.1.4 :

vy, (0) — v, (1) 1 1
Yt [0.1], 0<uv,(t) <n nlh) _ .
€01l D= wnlt) < 4 4n—1) 4n
Pour tout ¢ € [0,1], 0 < v,(t) < ) N Donc la séri E
N V. (6% Ay = ~ . n [0
our tou , n n OUay = o CE TR onc la série n

neN*

converge, et par conséquent la série E vy, converge normalement sur [0, 1].
n>2

D’apreés la question 3.1.3 la série Z vy, converge normalement sur [0, 1], donc elle converge uni-
n>2

formément sur [0, 1], ceci est équivalent a la convergence uniforme de la suite de fonctions (hy, ),>2

sur [0, 1].

Les h,, sont continues sur [0, 1] et la convergence uniforme conserve la continuité, donc h est

continue sur [0, 1].

3.2 Recherche d’un équivalent de la suite (b, ),en

3.2.1

Par définition, on a :

(!

Tl n!

— 1 ' _ —-n _ ! _ n—1-— _ (_1\n—1
b /Ot(t Voot =+ 1)dt = /Ot(l Do(n— 1 t)dt = (—1)"1[b,)|

puisque t(1 —¢t)...(n — 1 —t) > O pour tout t € [0,1] et n € N*.



3.22 Ona:

1 n
(n+1)!|bpy1| = /Ot(l—t)H(k:—t)dt
k=2

n

1 In [ (k—t)
= / t(l — t)e k=2 dt
0

1 S In(k—t)
= / t(1 — t)er=> dt
0

1 zn: Ink-+In(1—%
= / t(1 — t)er=2 ( ’“)dt
0

1 In(1—%
= n!/ t(l—t)ekg? ( ’“)dt
0

1
= n'/ t(l _t)ehn(t)—tlnndt
0
1
Dot (n + 1)[bn41| = / t(1 — t)e tmmneghn(t) gy,
0
3.2.3 (vp)n>2 estune suite a terme positifs, donc (hy,),>2 aussi, donc sa somme partielle reste inférieure

o
ou égale Z Up, C’est-a-dire V¢ € [0, 1], hy,(t) < h(t). D’autre part, 'inégalité de la question 3.1.2

n=0

= = 1 1 1
montee que )~ ha(0) = Y- )< Y (e~ 3) = o
k=n+1 k=n+1
3.2.4 L’inégalité précédente s’écrit :

vt e [0,1], % F () < hn(t) < h(t),

donc, en multipliant par la fonction positive ¢ — ¢(1 — t), on obtient I’encadrement demandé :

1 1
eli/ t(l—t)e_““”eh(t)dté(n+1)|bn+1!§/ t(1 — t)e tneh gy,
0 0

s
3.2.5 1l suffit d’utiliser le changement de variable ¢t = L

nn
(i) h étant continue sur l'intervalle [0, 1], donc g est continue sur [0, 1] et aussi sur |1, +-00[. De
plus lim g(x) =0= lim g¢(z), donc g est continue sur [0, +-00].
r—1+4+ z—0—
s
(ii) Pour s > 0, on pose f,(s) = se”°g (l—> Cette suite de fonctions converge simplement
nn
vers s — se ° sur [0, +00[, de plus la fonction g est bornée sur R par un certain M > 0
puisqu’elle nulle sur |1, +o00[; donc

Vs >0, VYn>2, |fo(s)| < Mse™®.

Donc le théoréme de convergence dominé s’applique, d’ou :
+o00 s +o0
lim se”%g (—) ds = / se %ds = [—e %7 = 1.
0 0

n—00 Inn

8



(iii) D’apres la question précédente,

Inn s R +o0o s
lim se”® (1 — —) MER)d = lim se g (—) ds=1
n—oo J Inn n—o0 Jq Inn
En utilisant 'encadrement de la question 3.2.4, on obtient :
lim (n+ 1) In%(n 4 1)|bpy1| = 1
n—oo
| 1 1
car lim In(n+1) = 1. Donc |b,| ~ ——— et comme b, = (—1)""1|b,|, donc

n—oo Inn n—+oo mlnn

(_1)n—1
" notoo pln’n
3.3 Retour a I’étude de la série entiére aux bornes de son intervalle de convergence
3.3.1 Pour tout z € [—1,1], on a |byz"| < |b,] et Z |b,| converge d’aprés I'équivalence |b,| ~

n——+o0o

neN
5— etle résultat de la question 1.2.2. Donc la série E bpz™ converge normalement sur [—1, 1].
nln“n e
x
3.3.2 D’apreés 1 tion 2.3.2, Vx €] — 1, 1], = —.
apres la question x €] —1,1], f(x) (1 2)

3.3.3 Le résultat de la question 3.3.1, montre que la série Z bpx" converge uniformément sur [—1, 1],

neN
donc sa somme f est une fonction continue sur [—1, 1], en particulier en —1 :

< . I
D (A = SD) = lim @) = lim s =0



