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Exercice

Construction d’une base orthonormée
d’un sous-espace vectoriel de R"

0.1 Structure de H

0.1.1 1l est clair que I’application v est linéaire de R" vers R, de plus ¢(1,0,...,0) = 1 # 0. Donc il
s’agit bien d’une forme linéaire non nulle.

0.1.2 On remarque que H = ker), donc H est un sous-espace vectoriel de R". Plus précisément
H le noyau d’une forme linéaire non nulle, donc c’est un hyperplan de R" et par conséquent
dimH =n—1.

0.2 On vérifie facilement que ¢ (v) = 0 pour tout k& € [1,n — 1], donc les vecteurs vy, sont des vecteurs

de H.

n—1
Soit maintenant A1, Ag, ..., Ap—1 des réels tels que Z ApvE = 0, donc:
k=1

n—1 n—1 n—1 n n—1
Z Aker — Z Ak€ry1 = Z Aker — Z Ak—1€r = A1e1 + Z()\k — Ap—1)er — An—1€, = 0.
k=1 k=1 k=1 k=2 k=2

Comme la famille (ey, e2, ..., €,) est libre, alors A\; = A\,_1 = 0etVk € [2,n — 2], Ay — Ay—1 = 0, ce
qui donne finalement Ay = Ay = ... = A\p,—1 = 0.
Comme le sous-espace H est de dimension n — 1, la famille (vq, vo, ..., v,—1) est alors une base de H.
0.3 Construction d’'une base orthogonale de H
0.3.1 Soit (j,k) € [1,n — 1]% ona:

(vjlve) = (€j — ejiler — env1) = (ejler) — (ejlen+1) — (ej41ler) + (ej+1lert1)-

eSik=j,alors j #k+letk # j+ 1, donc (vj|vg) = 2.
oSik¢ {j—1,7,7+1}, alors (vj|vg) =0.
eSike{j—1,7,7+1} ontrouve (vjlvg) = —1.

0.3.2 Formules de cours

0.3.3 Déterminationde ¢, pourk € {2,...,n—1}
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(i) Soitk € {2,...,n— 1} fixé. Pourtoutl € {1,2,....k—1},ona:

k-1
0 = (exlvr) = (vrlvr) = ) _(vjlu)ay
j=1
aq
Ceci est équivalent au systéme Ay X = By, ou A, = ((vj|v))i1<ji<k—1, X = : et
-1
(vifor)
Bk =
(ve—1/vk)

(if) D’apres les calculs de la question [0.3.1], on obtient

2 -1 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0

o -1 2 0 0 0
A = ) , B =

0 0 o ... 2 -1 0

0 0 o ... =1 2 -1

(iii) Onremarque que xo = 2z et la deuxiéme équation donne z3 = 2z9 —x1 = 421 — 21 = 327.
Montrons donc par récurrence que x; = iz pour touts € [1, k—1], c’est trivialement vérifié
pour ¢ = 1. Supposons que z; = iz pour ¢ < j, on écrit alors la j-éme équation, on obtient:

—(j — 1)$1 + 251 — Tj41 = 0= Tj41 = (] + 1)$1.

Ce qui démontre le résultat.
La derniére équation nous donne —(k — 2)z1 + 2(k — 1)z; = —1, donc z; = % D’ou la

solution générale de AX), = By:



En reportant dans expression de ¢, on obtient:

j=1
1 k—1
= €k — €k+1 + % Zj(ej €]+1))
7j=1
1 k—1 1 k—1
= €k~ Cgy1+ Z]ej % J€j+1
]:1 7j=1
k 1 1 k
= € — €kt t+ ijej %Z(j_l)ej
j=1 j=2
k 1
€1 k—1
= e —eprt oot ZJ*JJFU o Gk

0.4 La famille ( ) , ) avec |leg]|© = + ...+ -5 +1 = — + 1 est une base
lexll” fle2ll™ H&‘n 1| e k2 k

k fois

orthonormée de H.

Probleme
Etude des morphismes de C-algébre .#,,(C)

Premiere partie:
Résultats préliminaires sur les matrices C), et D,

1.1 Etude des matrices C5 et D3

001 10 0
111 C3= |1 0 0]etD3=[0 5 0
010 00 42
001\ /0 0 1 010 01 0\ /0 01
1.120naCs= (1 0 0|1 0 0] =100 1]etCi=1{00 1|1 0 0] =1
010/ \0 10 100 1 00/ \0 10
¥ o 0
Dg’: 0 43 0 = I3 ( j est une racine 3-éme de I'unité )
0 0 (49



0 0 1 0 0 j
D3sCs=1j5 0 0O0fetCsD3=|1 0 0 |,doncD3C5=jCs5Ds.
0 j%2 0 0 j 0
1.1.3 Soient o, 3 et v des scalaires tels que al3 + D3 = ’yD% = 0, on obtient donc le systeme:

a+p+y = 0

at i+’ = 0
a+Bit+yit =0
1 1
C’est un systéme de Vandermonde, puisque la matrice associée s’écrit: V (1, 7, j%) = [ 1 j j
A

qui est inversible, donc nécessairement « = 3 = v = 0 et par conséquent la famille (I3, D3, D%)
est libre.

Si F3 désigne I'espace vectoriel de matrices diagonales, alors on sait que F3 = Vect(E11, Fa2, E33)
ol (Ei;)1<i j<3 désigne la base canonique .#3(C), donc dim F3 = 3 et comme Vect (3, D3, D3)
est sous-espace de F3, alors il y a égalité:

= Vect(I3, D3, D3).

1.1.4
z 0 -1
xp(x) = |-1 x 0| (définitionde xp)
0 -1 =
zr—1 0 -1
= |z—1 =x 0 (Ll%Ll—FLQ—I—Lg)
rz—1 -1
1 0 -1
= (z—1)|1 =z 0| (linéarité par rapport a la 1ére colonne)
1 -1 =
= (z—1)(#* + 1+ ) (régle de Sarrus)
= 22-1

Le polyndme caractéristique étant scindé a racines simples, donc C'3 est diagonalisable dans .#5(C).
1.2 Etude préliminaire sur les matrices C,, et D,, dans le cas général

121 1,w,w?,...,w" ! sont exactement les racines n-éme de I'unité, donc w

[1,n — 1], donc D] = diag (ln,w", s w"("_l)) = diag(1,1,...,1) = I,,.

1.2.2 Soit (e1, €9, ..., €,) la base canonique de C", on confond matrice de .#,(C) et endomorphisme de
C" canoniquement associé.
On a, pour tout k € [1,n — 1], D,Ch(er) = Dp(eps1) = whery1 et DCrle,) = Dyfer) = ey.
D’autre part, C,, Dy (e) = Cy, (wkilek) = wk—1€k+1 et C,,Dy(e,) = Cp (w”flen) =w" e,
Ainsi, D,,C,, = wC, D,

k. — 1 pour tout k €

n
1.2.3 Soit o, v, ..., i1 des scalaires tels que Z akDZ = (0. On obtient un systéme de n équations:
k=1



vie [0,n—1], Zakw

C’est un systéme de Vandermonde, puisque la matrice associée s’écrit:

1 1 1
1w w1
V(Lw,..,w" ) =
1 ™! w(nfl)Q
qui est inversible, donc nécessairement ag = a3 = ... = ap—1 = 0 et par conséquent la famille

(In, Dy, ..., D"~ 1) est libre. Si F}, désigne le sous-espace vectoriel de matrices diagonales, alors on
sait que F;, = Vect(E11, E2, ..., Eny) ot (Ejj)1<i j<n désigne la base canonique .#,(C), donc
dim F;, = n et comme Vect(I,,, D, ..., D"™1) C F,, alors il y a égalité:

F, = Vect(I,, Dy, ..., D" 1).

1.2.4 Par définition

z 0 O 0 -1
-1 0 0 0
xe, (z) = 0 -1 = 0 O
0 0 0 -1 =z

Ajoutons a la premiére ligne la combinaison linéaire E 2* 1L, ou Ly, représente la k-éme ligne.

k=1
On obtient alors
0 0 O 0 z"-1
-1 = 0 ... O 0
xe,(z)=|0 -1 = ... 0 0 |=z—1
0 0O 0 ... -1 T

en développant par rapport a la premiére ligne.
Xc,, €tant scindé et a racines simples, on en déduit que C,, est diagonalisable dans ., (C).

1.2.5 D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton x ¢, (C),) = 0, c’est-a-dire C}' = I,,.

1.3 Une base de .#,,(C) construite a partir des matrices C), et ,

1.3.1 u(ey) estle k-éme vecteur colonne de la matrice C,,, donc u(eg) = eg41 pour tout k € [1,n — 1]
etu(e,) = e;.

1.3.2 On a u(e;) = es. Supposons u(e1) = egy1, donc u*1(e;) = u(epr1) = epya et ceci pour
k+1¢€{1,2,...,n — 1}. En particulier, u" "' (e;) = e, et donc u"(e1) = u(e,) = e;.

133 Sik € [2,n] onau"(ex) = u" <uk*1(61)) = uF 71 (u"(e1)) = uF71(e1) = ex, de plus on a
u"(e1) = e;. D'ouu" = idg etdonc C) = I,,.



1.3.4

1.3.5

1.3.6

n—1

Soit ag, a1, ..., a1 des scalaires tels que Z ozkuk = 0, en appliquant cette égalité a e; on
k=0
n—1 n—1
obtient 0 = Z akuk(el) = aper + Z ajep+1 et comme la famille (eq, eo, ..., €,) est libre alors
k=0 k=1
) =1 = ... = ay_1 = 0. Donc la famille (idg, u, ..., u" ') est libre.
Supposons que le polynéme minimal est de degré inférieur ou égal a n — 1, alors il existe un
n—1 n—1
polynéme P = Z ar X" € C,,_1[X] non nul tel que P(u) = 0, c’est-a-dire Z aru® = 0 avec
k=0 k=0

les ay, sont tous non nuls. Mais ceci est en contradiction avec le fait que la famille (idg, u, ..., u"!)

est libre, donc nécessairement deg P > n. Comme le polyndme caractéristique est de degré n et
annulateur, alors le polynéme minimal vaut X" — 1.

D’aprés [1.2.2] on a vu = wuw. D’autre part, la k-éme colonne de D,, et proportionnelle a ey, plus
précisément, v(e;) = w* ey, pour tout k € [1,n].

11 s’agit d’une famille de n? éléments de ., (C), donc il suffit de montrer que la famille est libre

puisque dim .#,(C) = n?. Soit donc (v )o<ki<n_1 des scalaires tels que Z aCFDL =
0<k,l<n—1

Z agufot = 0. (1)

1<k,l<n—1

0 ce qui équivalent a:

Calculons d’abord u* pour k € [0,7 — 1]. Pour k = 2, on obtient:

u(er) = wulez) =e3
u2(eg) = wu(es) = ey
u2(en_2) = ulep—1) =en
w(en_1) = ulen) =e
uen) = uler) = ey
Pour k£ = 3, on obtient:
3(61) = u(e3) =ey
3(ea) = wules) =es
uwen—3) = ulen_1) =
uw(en_o) = ulen) =e
u? en—1) = u(e1)=e2
w(en) = u(ey) =e3

Montrons donc par récurrence que pour tout k& € [1,n — 1], u est définie par:

uk(ei):er sil<i<n-—k
uk(ei):en,i,k sin—k+1<i<n



On suppose la propriété vraie pour un certain k < n — 2, alors, en utilisant I’hypothése de récur-
rence et en appliquant u, on a:

esil <i<n-—k-—1, ukH(ei) =u(€itk) = €itk+1

osii:n—k‘,ukﬂ(en—k) =u(e,) = €1

esin—k+4+1<i<n,u"(e) =ulen_i—r) = en—i_pt1

On remarque que le cas i = n — k peut étre réintégré dans le premier cas, donc on a bien:

{ Uk+1(ei):€i+k+1 sil<i<n—-k-1

ukﬂ(ei) =en_i—k-1 Sin—k<i<n

La relation (1) entraine Z aklukvl(ei) = Opour 1 <4 < n,donc Z aklukwl(ifl)ei =0.

1<k,I<n 1<k,I<n
Or
n—i n—1 n n—1
1(i—1), k 1(i—1), k 1(i—1), k
Z w1y (e;) = Z Z agw' =Dy (e;) + Z Zaklw (i=1)y, (€;)
0<k,I<n—1 k=0 (=0 k=n—i+1 1=0
n—in—1 n n—1
I(i—1 I(i—1
= 3 ) o' Vepi+ > apw' Ve,
k=0 1=0 k=n—i+1 =0
n—1
Comme le ¢; sont libre alors Z aklwl(’*l) pour tout k& € [0,n — 1]. On obtient donc un systéme
1=0
qui s’écrit:
1 1 1 .. 1 ko 0
1w w? w™ ! a1 0
w? w? w21 o —10
1wt 2D (D) Qf(n—1) 0

Puisque les racines n-éme sont deux a deux distinctes, alors le determinant de Vandemonde est non
nul et donc le systéme est inversible, par conséquent 0 est I'unique solution, donc nécessairement
ag = 0 pour ! € [1,n — 1]. Comme k est quelconque alors, on peut déduire les a; sont tous
nuls et par conséquent la famille (ukvk Jo<k,i<n—1 est libre, donc il est de méme de la famille

(C¥DEYo<ri<n—1-

Deuxieme partie
Une question de réduction

2.1 Ona f" = f"'f = ff" ! = Idg, donc f est inversible et f ! = f"~!. De méme g est inversible et
g—l — gn—l'
2.2 Onremarque X" — 1 est un polynéme annulateur de f et g, donc comme on est dans C, les endomor-
phismes f et g sont diagonalisables et ses valeurs propres sont des racines n-eme de 'unité.
2.3 Etude des valeurs propres et des sous-espaces propres de ’endomorphisme f
23.1 On a f(g(zo)) = wy(f(zxo)) = wg(Arg) = wAg(xo). xo étant non nul et ¢ inversible, donc
g(zp) # 0 et par conséquent on peut conclure que w est une valeur propre de f.



2.3.2 On reprend le raisonnement précédent en remplacant A par w), on peut conclure que w?\ est
une valeur propre de f. De proche en proche, on peut dire que les w*\, k € [1,n — 1], sont des
valeurs propres de f.

2.3.3 Puisque ) est une racine n-éme de 'unité, alors A # 0 et on peut conclure que les valeurs pro-
pres A\, w, ..., w" '\ sont des deux distinctes, donc les valeurs propres de f sont exactement les
racines n-éme de 'unité.

2.3.4 Dans ces conditions xy = X" — 1, donc les valeurs propres sont simples et par conséquent les
sous-espaces propres sont des droites vectoriels.

2.4 Une base de F, convenable pour les endomorphismes f et g

2.4.1 Soit k € [1,n — 1], on a:

flg"(e) = wyf(g"(e))

= W’ f(¢" () = ... = wF TP f(g(e))
= W g (g f(e)w " (g(e))
= whgk(e).

2.4.2 D’aprés la question précédente, les vecteurs e, g(e), ..., g" (e) sont bien des vecteurs propres
(non nuls) de f. De plus le sous-espace propre associé 4 la valeur propre w® est engendré par
g"(e), k € [0,n — 1]. Comme f est diagonalisable ces vecteurs engendrent F, donc ils forment
une base de E.

2.43 Puisque f(g"(e)) = w”gF(e), k € [0,n — 1], alors Mat(f, %) = D,,. D’autre part, g(¢*(e)) =

g"1(e), donc Mat(g, B) = C,,.

Troisieme partie
Application a la détermination des endomorphismes de I'algébre ., (C)

3.1 La propriété est vraie pour p = 0. Supposons qu’elle vraie a ’ordre p. Donc:
O(MPTY) = B(MPM) = ®(MP)D(M) = &(M)PD(M) = (M)?,

et on conclut par le principe de récurrence.

3.2 Puisque D)) = C)' = I,, alors ®(D,,)" = ®(D)}) = &(1,,) = L, et D(C,,)" = (C}) = (1,) = L.
De méme, ®(D,,)®(C,,) = ®(D,Cy) = ®(wD,C,) = wP(D,Cy) = wP(D,)P(Cy).

3.3

3.3.1 Les égalités matricielles de la question [3.2] se traduisent par les relations vectoriels:

fi' =91 =id 4, () et frg1 = wa1 f1.

3.3.2 Ceci découle des résultats de la deuxiéme partie.
3.3.3 Soit P la matrice de passage de la base canonique de F a la base de vecteurs propres %. D’apres
les formules de changement de bases, on a ®(D,,) = PD,P~! et ®(C,,) = PC,,P~ L.

3.4 Soit M = Z aleSDﬁl une matrice de .#,(C) décomposée dans la base (CﬁDﬁ)OSk,lgn—l
0<k,I<n—1



(d’apres la partie préliminaire), alors on a:

(M) =

P E O%JC%Z)L
1<k,l<n

Z ap® (CﬁDL) (® linéaire)
0<k,I<n—1

Z a®(C)E®(D,)! (® morphisme d’algébre)
0<k,<n—1

Z ap PC*P~1PDL P~ d’aprés la question [3.3.3]
0<k,i<n—1

pl > auciD,| P!
0<k,l<n—1
PMP~!

3.5 1l est clair que les applications ¥ : M + PMP~! de .#,,(C) dans .#,(C) ot P est inversible sont
des applications linéaires, de plus ¥(I,,) = PI,P~! = I, et VA, B € .#,(C),

U(AB) = PABP™! = (PAP™!) (PBP™") = ¥(A)¥(B).

Donc les applications précédentes sont bien des morphismes de la C-algebre .#,,(C).



