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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 3 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision
des raisonnements constitueront des éléments importants pour l’appréciation des copies. Il convient en
particulier de rappeler avec précision les |références| des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce sujet est composé d'un exercice et d'un probleme indépendants a traiter dans |'ordre souhaité.

Exercice
Construction d’une base orthonormée
d’un sous-espace vectoriel de R"
(Noté sur 4 points sur 20)

Dans cet exercice, R désigne le corps des nombres réels et n un entier naturel, avec n > 2. On munit le
R—espace vectoriel R™ de son produit scalier canonique noté (.|.) et on note (eq, ..., e,) la base canonique
de R™; pour tout k € {1,...,n — 1}, on pose vy = e} — €x4+1.

On note H la partie de R™ définie par : H = {(azl, ceyTp) ERY g+ ay, = 0}.
0.1. Structure de H

n
On considere l'application ¢ : R" — R, (x1,...,2p) —> 1+ -+ x5 = Z T,
k=1

0.1.1. Vérifier que v est une forme linéaire non nulle sur R™.

0.1.2. En déduire que H est un sous-espace vectoriel de R" et déterminer sa dimension.
0.2. Montrer que la famille (vy,...,v,_1) est une base de H.
0.3. Construction d’une base orthogonale de H

Dans cette section, on cherche a construire une base orthogonale, notée (e1,...,en—1), de H en ap-
pliquant le procédé de Schmidt a la famille libre (vy,...,vp—1). Pour tout k € {1,...,n — 1}, on pose
Fy, = Vect(vy,...,vx) et on note py la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel Fy.

-1 si ke{j—1,7+1},

0.3.1. Montrer que, pour tout (j, k) € {1,...,n—1}2, (vjlog) =< 2 si k=, )

0 si ke{j—1,75,7+1}

0.3.2. Vérifier que €1 = vy et que, pour tout k € {2,...,n — 1}, e = v — pr—1(vk).

0.3.3. Détermination de ¢, pour k€ {2,...,n— 1}

k—1
Soit k € {2,...,n —1}; on pose ¢, :vk—Zajvj.
j=1
(i) Montrer que (o, ..., ar_1) est solution du systeme linéaire Ay X = By, ou A = ((Uj‘vf))lgj,egk—l
est la matrice de Gram associée a la famille (v1,...,vx_1), et By désigne le vecteur colonne de
composantes (v1|vg), ..., (Vg—1|vg).
2561 ] =0
—21 + 229 — 73 =0
(ii) Montrer que le systéeme A X = By s’écrit :
—Tp-3+2Tp2—Tp—1 =0
—Tg—2 + 201 =-1
(iii) Résoudre le systeme A X = By, et en déduire que ¢ = (%, el %, —1,0,...,0), le —1 étant situé

a la (k4 1)—iéme place.
0.4. Donner une base orthonormée de H.
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Probléme
Etude des morphismes de la C—algébre M,,(C)

Notations et rappels

Dans tout ce probleme, C désigne le corps des nombres complexes et n un entier naturel supérieur
ou égal a 2. Si p € N*, on note M,, ,(C) I'espace vectoriel des matrices a coefficients complexes, a n
lignes et p colonnes. Si p =n, M,, ,(C) est noté simplement M, (C), c’est I’algebre des matrices carrées
d’ordre n a coefficients complexes; la matrice identité de M,,(C) est notée I,.

Si A e M,(C), on note x4 son polynéome caractéristique ; on rappelle qu'il est défini par :
VeeC, xa(x)=det(zI,—A).

Si E est un C—espace vectoriel de dimension finie, L(F) désigne le C—espace vectoriel des endo-
morphismes de E. Si u, v € L(E), uo v se note uv et I'identité est notée idg. Pour u € L(E), les
endomorphismes itérés uP de u sont définis par les relations u® = idg et u? = uuP~! pour tout p € N*.

On pose w = e » et on considere dans M,,(C) les deux matrices, notées C), et D,,, définies par :

0 0 --- 0 1
1 0 0 0 1 0
Cp,=1 0 et D, = 0 w
S
1 0 0 n—1
0 0 1 0 0 0w

1°r® Partie
Résultats préliminaires sur les matrices C, et D,

1.1. Etude des matrices C3 et Ds

On pose j = e

1.1.1. Ecrire les matrices C3 et Ds.

1.1.2. Vérifier que D33 = I3 = C33 et que D3C3 = j C3Ds.

1.1.3. Montrer que la famille (I3, D3, D3?2) est libre et qu’elle engendre le sous-espace vectoriel des
matrices diagonales de M3(C).

1.1.4. Calculer le polynéme caractéristique de C. La matrice C5 est-elle diagonalisable dans M3(C) 7
1.2. Etude préliminaire sur les matrices C,, et D,, dans le cas général

1.2.1. Vérifier que D, ™ = I,,.

1.2.2. Montrer que D,,C,, = w CpD,,.

1.2.3. Montrer que la famille (I,,, Dy, ..., D, "~ 1) est libre et qu’elle engendre le sous-espace vectoriel
des matrices diagonales de M,,(C).

1.2.4. Calculer le polynéme caractéristique de C),. La matrice C), est-elle diagonalisable dans M,,(C) 7
1.2.5. Justifier que C,," = I,,.
1.3. Une base de M, (C) construite a partir des matrices C,, et D,

On note (e1,...,e,) la base canonique de M, 1(C) et u (resp. v) 'endomorphisme de M, ;(C)
canoniquement associé a la matrice Cy, (resp. Dy,).

1.3.1. Vérifier que u(ey,) = e;1 et que u(ey) = ex41 pour tout k € {1,...,n— 1}.

1.3.2. Montrer que, pour tout k € {1,...,n — 1}, uF(e;) = epi1 et que u™(e1) = ey.

1.3.3. Calculer u™ et en déduire que C,,™ = I,,.

1.3.4. Montrer que la famille (idg,u,...,u" ') est libre; en déduire le polynéme minimal de la
matrice C),.

1.3.5. Vérifier que vu = w.uv et que v(eg) = w1, e, pour tout k € {1,...,n}.

1.3.6. Montrer que la famille (C, * D,, * o<k, e<n—1 est une base de My, (C). On pourra raisonner en
terme d’endomorphismes.
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28me Partie
Une question de réduction

Dans cette partie, E désigne un C—espace vectoriel de dimension n, et f, g deur endomorphismes de
E tels que

ff=g"=idg et fg=w.gf.
2.1. Justifier que les endomorphisme f et g sont inversibles.

2.2. Montrer que les endomorphismes f et g sont diagonalisables et que leurs valeurs propres sont des
racines n—iemes de 'unité.

2.3. Etude des valeurs propres et des sous-espace propres de I’endomorphisme f
Soit A une valeur propre de f et zg € E un vecteur propre associé.
2.3.1. Montrer que w A est aussi une valeur propre de f. On pourra calculer f(g(zg)).
2.3.2. En déduire que, pour tout k € {0,...,n — 1}, wF est une valeur propre de f.
2.3.3. Montrer que le spectre de f est ’ensemble de toutes les racines n—iémes de I'unité.
2.3.4. Préciser la dimension de chaque sous-espace propre de f.
2.4. Une base de E, convenable pour les endomorphisme [ et g
On vient d’établir précédemment que le spectre de f, noté Sp(f), vérifie : Sp(f) = {1,w,...,w"}.
Soit e un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1.
2.4.1. Montrer que, pour tout k € {0,...,n — 1}, f(¢¥(e)) = w". g*(e).

2.4.2. En déduire que (e, gle),... ,g"il(e)) est une base de F, formée de vecteurs propres de f.
2.4.3. On note & = (e,g(e),...,g" '(e)) cette base de E. Vérifier que la matrice de f (resp. g) dans
la base & est D,, (resp. Cp,).

3°me Partie
Application a la détermination des endomorphismes de 1’algébre M,,(C)

Soit ® : M,,(C) — M,;,(C) un morphisme d’algebres, c’est-a-dire un endomorphisme du C—espace
vectoriel M,,(C) vérifiant ®(I,,) = I,, et tel que :

Y (A,B) € M,(C)?, ®(AB) = ®(A)®(B).
3.1. Soit M une matrice de M,,(C). Montrer que pour entier naturel p, ®(MP) = &(M)P.
3.2. Vérifier que les matrices ®(D,,) et ®(C,,) vérifient les relations
(D))" =®(Cp)" =1, et P(D,)P(Cp) =w.P(Cy)P(Dy).

3.3. On note f; et g1 les endomorphismes de M,, 1(C) canoniquement associés aux matrices ®(D,,) et
®(C),) respectivement.

3.3.1. Justifier que les endomorphismes f; et g; de M, 1(C) vérifient les relations
=gt =idyg (c) ¢ hiog=wgfi.
3.3.2. Montrer qu’il existe une base de M, 1(C) dans laquelle la matrice de f; est D,, et celle de ¢;

est C,,.

3.3.3. En déduire qu’il existe une matrice inversible P de M, (C) telle que ®(D,,) = PD,P~! et
®(Cy,) = PC, P71
3.4. Montrer que, pour toute matrice M de M, (C), ®(M) = PMP~!.

3.5. Vérifier que les applications ainsi trouvées sont bien des morphismes de la C—algebre M,,(C).

FIN DE L’EPREUVE
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