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Epreuve de mathématiques I
Correction

Exercice

Un probleme d’extremum

1. Quelques propriétés de la fonction F
(a) F estune fonction polynomiale de deux variables, donc de classe ¥ sur R?. On calcule les dérivées partielles

de F': OF OF
V(Z,y)GRQﬂ %(“Bay):2x+y737 ?y(x,y):$+2y*6
(b) Si (x,y) est un point critique de F, il vérifie donc le systeme
2r+y = 3
rz+2y = 6

(0, 3) est donc le seul point critique de F.
2. FEtude de la nature du point critique (o, yo)
(a) On calcule les dérivées partielles secondes de F:
0?°F o? 2
R?, —— =2, — =1, — =2.
V(@y) eRY, o5 (z.y) =2, 910y (z,y) =1, 5 (z,9)

(b) La matrice Hessienne de F' au point (0, 3) est donnée par :

2 1
no (2 1),
H est définie positive ( ses valeurs propres sont strictement positives ), donc F' admet un minimum local au
point (0, 3).
3. FEtude approfondie de l'extremum en question
(@) Ona F(z,y) = 2> + xy+y? — 3z — 6y = u® + u(v +3) + (v +3)? — 3u — 6(v + 3) = u® + uv +v* — 9.
(b) Pour tout (x,y) € R?,ona:

)2 302

F(Jf,y)=u2+uv+v2—9=(u+g + —9=2F0,3)

2

avec égalité si, et seulement si, (z,y) = (0, 3). Ainsi, F' présente un minimum absolu strict au point (0, 3).

Probléme

Exemples d’utilisation d’équations différentielles en analyse

Premiere partie
Expression intégrale des solutions de I’équation différentielles .7
Application au cas ou f est 2w-périodique

1. D’apres le cours X est un espace vectoriel de dimension 2. L'équation différentielle " + y = 0 admet pour
solutions, sur R, la famille des fonctions définies par

x +— acos(z) + Bsin(x)

ou a et § appartiennent a R.

2. (a) Les fonctions ¢ — f(t) cos(t) ett — f(t) cos(t) sont continues sur I donc les fonctions ¢; et @3 sont bien définies
et dérivables sur I et Vo € Im,on a:

i () = f(x)cos(z) et wy(z) = f(x)sin(x).
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(b) Il suffit de remarquer que sin(x — t) = sinz cost — cos z sint. En particulier, ¢ ,, (zo) = 0.

(c) D’apres la question précédente et puisque les fonction sin, cos, 1 et @2 sont dérivables sur I, alors f est déri-
vablesur I etVz € I,ona:

Ot o(@) = @i(x)sine + @1 (x) cosz — @h(x) cosz 4 po(z) sinz

f(z)coszsina — f(x)sinx cos +p1(x) cosx + pa(z) sinx

= p1(x)cosx + pa(x)sinz.

En particulier, ¢ , (o) = 0
(d) D’apres l'expression de ¢; , on voit bien que ¢, est dérivable sur I, c’est-a-dire ¢ ., est deux fois dérivable
sur I. De plus,Vz € I,ona:
go’f’mg () = ¢(x)cosz + @1(x)sinx + ph(z)sinz + pa(x) cosz
= f(z)cos®z — @i (x)sinx + f(z)sin? x 4 @o(x) cos
¢ fao (@) + f(2)

(e) D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probleme de Cauchy linéaire :

_JY' +y=f()
K {Z/(ffo) =y'(z0) =0

admet une solution et une seule sur I, et comme ¢y ., solution de (Zy) et vérifie ¢y ., (z0) = ¢’ ., (x0) = 0,
alors ¢y ;, est 'unique solution de €% 4, .
. Expression intégrale des solutions de (.Z%)

La solution homogene de I'équation y” + y = f sur I est la forme z — acosz + Bsinz. D’apres la question 2,

T / f(t) sin(x — t)dt est un solution particuliere de (.Z%), donc la solution générale de (%) est de la forme :

x> acosm—l—ﬁsinx—l—/ f(@t)sin(z — t)dt
o

ol « et 3 sont des constantes réels.
. Etude de la périodicité des solutions de (.Z}) dans le cas oi1 f est 27-périodique

(@) 1. On connait déja les solutions de (.Z}), donc si g est solution d'une telle équation, alors il existe des réels A
et u tels que :

Ve € R, g(x) = Acosz + psinzx + / f(t) sin(z — t)dt.
0

T T+27
ii. g étant 2r-périodique, doncVz € R, g(x+27) = g(z) ou encore/ f(t)sin(x—t)dt = / f(t)sin(z—t)dt
427 0 0
ce qui entraine / f(t)sin(z —¢)dt = 0.
x

iii. Puisque f est 2r-périodique, les primitives des fonctions ¢ — f(t)sin(t) ett — f(t) cos(t) sont 2r-périodiques
2m

2m
et par conséquent f(t)sintdt = f(t) costdt = 0.
0 0

(b) i. Soit x € R. Par linéarité de l'intégrale et la relation sin(z — ¢) = sinx cost — coszsint, ona:

2m 2m 2m
f@)sin(z —t)dt = sinz f(t) costdt — cosx f(t) sintdt
0 0 0
= 0

ii.
()

Deuxiéme partie
Application a I’étude d’une intégrale dépendant d’un parametre
et au calcul de I'intégrale de Dirichlet
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1. Convergence d’intégrales
(a) Convergence de l'intégrale de DIRICHLET

t2

1 —cost
— <

est continue sur |0, +o00[, se prolonge par continuité en 0 et vérifie 0 < o) <

i. La fonction ¢

2
72 pour tout t > 0, donc f est intégrable sur |0, +ool.

ii. A l'aide d'une intégration par parties, on a pour tout z > 0 :
/m sintdt _ /m (1 —cost)’dt _ [1—=cost * +/x 1 —cos(t)dt.
Lt L t I P A 12

. sint . . L Lgint
iii. La fonction ¢ — — est continue sur |0, 1]et se prolonge par continuité en 0, donc l'intégrale / Tdt
0

converge.
, . 1—cost]” 1—cost y
D'une part, lim |———| = 1—cosl. De plus, t — ———— est intégrable sur [1,+oo[, donc
r— 400 1 t
“1—cost 1 —cost “sint 0 sint
lim ——dt = / —————dt existe. Il en résulte que la fonction lim —dt = / —dt
z—rtoo [q t 1 2 TH—>00 Jq t 1 t

sin(t)

—+o00
existe, donc I'intégrale / Tdt est convergente.
0

0 cost
(b) La méme méthode montre que l'intégrale / Tdt converge.
1

, 1
2. Etude de solutions de 1'équation différentielle (.} ) lorsque I =]0, +oo[ et f : z — —

(a) Analyse:
i. D’apres le premiere partie, il existe des constantes ) et . tels que pour tout x > 0, ona:
¥ sin(x —t)

P(x) = /\cosgc—i—usina:—&—/ fdt
1

xr : t xr t
= ()\ — / Smdt) coszt + (u +/ Cosdt) sin .
1 t 1 t

2nm - Z+2nm
t 2 t
ii. Pourn € N*,ona ¢(2nm) = A — / %dt ety (g + 2mr) =pu +/ %dt. Comme lin%ip(m) =0
1 1 T

+oo o3 o0
., sint cos . s e s
et les intégrales / Tdt et / Tdt convergent, alors on obtient par passage a l'infini quand n
1 1

[ t o0 t
0:)\—/ SIidt,():;H-/ €O 4.
1 t 1 t

iii. En remplacant les expressions de A et i dans ’expression de 1), on obtient :
“+oo t —+o0 t +oo ‘—
Ve >0, ¢(z) = </ Sl?dt) cosxT — </ Cotsdt) sinz = / Mdt'
(b) Synthese :

3. FEtude d’une fonction définie comme une intégrale dépendant d’un parametre

e—mt

1
< —
142~ 1+4¢2

tend vers l'infini :

converge, il est de méme de

—+o0
Comme l'intégrale /
0

Pour tout (z,t) € RT x Rt,0 <
(a) Pour tout (x,t) < T

+oo e—wt
I'intégrale —dt.
& /O 1+ t2

“+oo
(b) h(0) = /0 % = [arctan(t)]; > =

ol 3

—xt

€
(c) Onvaappliquer le théoreme de continuité des intégrales a parametres. La fonction (z, t) — T2 est continue

+1
sur R* x [0, +oc[. De plus, nous avons prouvé que pour tout z € R™ et toutt > 0, on a
et 1
0<——<——
T2 T 14

et cette derniere fonction est intégrable sur [0, +oo[. Donc la fonction h est continue sur R¥.

CNC 2019 3/6 M.TARQI



CONCOURS NATIONAL COMMUN - SESSION 2019 - FILIERE MP

(d)

(e)

()

(8)

On peut remarquer que, pour tout x > O et tout¢ > 0,on a

0< < xt
ST
On en déduit, par intégration de l'inégalité, que
1
0< < —
< @) <
d’ott lin}J (z) = 0 d’apres le théoreme des gendarmes.
r—r
—xt
Posons g(z,t) = ﬁ. Alors, pour tous > 0, la fonction g admet des dérivées partielles par rapport a x
d’ordre 1 et 2 qui sont données par
69 efrt 829 ) 67rt
L (x,t) = —t t —— () =t
8x(x’ ) 11 € &r?(x’ ) 1+¢2

Ces dérivées partielles sont continues comme fonctions des deux variables z et t.

. 0 L .
Pour tout « > 0, la fonction ¢ — g9 (z,t) est intégrable sur ]0, +oc[ (on peut majorer sa valeur absolue par e~ **
x

qui est intégrable). De plus, fixons [a, b] C [0, +oc[. Alors, pour tout = € [a, ] et tout ¢ > 0, on a

—xt
£2 € —at

1+¢2 se

et cette derniére fonction est intégrable sur [0, +-00].
Par le théoréeme de dérivabilité des intégrales a parametres, on en déduit que h est de classe €2 sur [0, +oo]

avec
" e 2 e "
h'(x) = t“ ——=dt.
() /O 1+¢2
Pour toutx > 0,ona

h//(l,)+h(x)/+oo Wdt+/+°° eﬂﬂtdt/JrOCemtdtl
o 0 1+t2 0 1+t2 o 0 7.’1}’

1
D’apres la question 2. de cette partie, I'unique solution de 'équation différentielle y"” + y = — qui vérifie
€T
sin(t — x)
t

+oo 3 RN
t— =z+s
Vo > 0, h(x):/ Mdtt 2+ / sins o
T 0 T+s

+oo
lim y(z) = 0 estla forme z — / dt. D’oty, par unicité,
T

Tr——+00

4. Application au calcul de l'intégrale de Dirichlet

(a)

Soitxz > 0,0ona:

“+oo 400 _:
sint sint
dt — —dt| =
/0 T+t /0 t ’

+oo ;
sin ¢
/ sint x a
0 t x+t

1

< sint x atl + /+°° sint =z Jt
o t x+t 1 t v+t
Lsint 1 oo gint )
< ac/ ——dt+x/ dt|(car sint > 0sit € [0,1])
0o t x+t 1 tla+t)
int 1 1
(b) l'intervalle [0, 1], sint < ¢ et sur [1, +o0], > < < — puisque z >. Dot e, utilisant 1'inégalité
ta+t)| = ta+t) ~ 2
précédente :
+oo : +oo : 1 +oo

sint sint dt dt

dt — —dt| < dt—— .

/0 T+i /0 t ’ = x/o m+t+x/1 12

oot
t=1
< bme+oldre [ %
1 oo
< zln (ac + ) + x/ d—zt
x 1 t
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(c) L'inégalité précédente s’écrit :
+oo o +o0
sin ¢ 1 dt
Yx >0, ‘h(x)—/ bmdt’ <zln <x—|—> —I—x/ —dt.
0 t x 1 4
+oo

L'intégrale / 2 étant convergente, donc le terme a droite dans 1'inégalité précédente tend vers 0 quand =
1

+oo ; t
tend vers 0, donc lim h(z) = / %dt. Mais h est bien définie et continue en 0, donc lim A(z) = h(0) =
0

z—0t z—0t
o0 gint T
—dt = —.

Troisieme partie
Application a I’étude de la somme d’une série de fonctions

1
1+4+n2

la série E oy, converge ( série de Riemann avec o = 2 ), alors la série de fonctions E uy, converge normalement

™

5 d’oty, par unicité de la limite :

1
1. Pour tout z € [0,+oo[ ettoutn € N*ona 0 < u,(x) < < donc [[unleo,r+ < o OU a, = —. Comme
n

1
n?’

sur [0, +-o0].

2. Pour tout z € [a,+oof, ona 0 < nu,(z) < ne

1
S T1ynz - nun(a) et nun(a) = o (7#) Donc on peut conclure que

la série E nu, converge normalement sur [a,+ 8]. Méme raisonnement montre que la série g n?u,, converge

normalement sur [a, +o00[.
3. Quelques propriétés de la fonction w.

(a) Les u,, sont des fonctions continues sur [0, +oo| et le convergence est uniforme sur [0, +-o0o[ ( puisque la conver-
gence est normale su le méme intervalle ), donc la fonction somme est continue sur [0, +oo].

—T —X

e
1+ n?2

(&

(b) On peut utiliser le théoreme d’encadrement, en effet, pour z > Oetn € N, ona 0 < u,(z) < < —
n

d’ot1 par sommation de ces inégalités :

m2e®

Ve >0, 0<u(r) < G (car;ﬁ:%)_

lim wu(z) =0.
r—+00

(c) Fixons a > 0. Alors, pour tout z € [0, +oco[, on a

Ainsi,

—nx

() = —nu,(z) et ul(z) = nzﬁ = nu, ().

/

U,

Or, les séries Z nu, et Z n*u, convergent normalement sur [a, +oc[. Ceci prouve que u est de classe ¢ sur
n n
[a, +0o[. Comme a > 0 est arbitraire, la fonction est de classe € sur |0, +oof et

too ,nQe—nw
Va0, +ool, w'(2) = Y T

n=1

(d) Soitxz > 0 fixé.On a:

u(x) + u(x)

I
[M]8
:N)
£
&
_|_
]
:L\D
£
B
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—T

(e) La fonction u est solution de I'équation différentielle v’ + y = f ou f(z) = % pour x > 0, de plus

lirf u(z) = 0. Donc I'étude précédente, il existe des constantes « et § telles que :
Tr—r1+00

—t

1—et

x z . —t
ve >0, u($)=acosx+ﬂsinx+/ Sin(l’—t)dtzacosx-i-ﬁsinx—i—/ Mdt.
1

;. et—1

. Une autre expression intégrale de la fonction u

1
(a) La fonction ¢t — 1 est bien définie et continue sur [a, +o0[, de plus elle est positive et vérifie =

et — et —1 +oo

1
0 ( t2> Donc la fonction ¢ — — 1 est intégrable sur [a, +oo.
et —
(b) Les deux fonctions sont absolument intégrables sur [a, +oco[, donc intégrables sur [a, +oo].

(c) Comme dans la question 3.(f) de la deuxiéme partie. Pour la deuxieme égalité, il suffit de considérer le chan-
gement de variable s = ¢ — z.

int 1
Posons h(t) = eiui T h est définie et continue par prolongement sur [0, +oco[. De plus |h(t)] = <t2) Donc h est

intégrable sur |0, +-o0].
Pour t > 0, on écrit

1 et 1 _ i o (n+ 1)t _ i e~
t _ _ p—t :
et —1 1—e o =

On a donc .
/ h(t)dt = / > sinte~'dt
0 0

Pour opérer l'intégration terme a terme, introduisons les fonctions h,, définies sur l'intervalle |0, +oo| par

hy,(t) = sinte” ™ avec n € N*.

Par les calculs qui précédent, la série des fonctions Z hy converge simplement sur |0, +-00[ et sa somme est la

neN*
fonction intégrée de notre étude.

Les fonctions h,, et la fonction somme % sont continues sur |0, +oo[. Les fonctions h,, sont intégrables sur |0, +-00]
( par majoration ).

Pour pouvoir exploiter le théoreme d’intégration terme a terme, il reste a vérifier la convergence de la série de

terme général
“+oo +oo
/ |hn(t)dt:/ | sin t|e =" dt.
0 0

Par l'inégalité |sint| < t, on écrit

+oo +oo 1
/0 Ry (t)|dt g/o te” "t = —

n

(la derniere égalité s’obtient par une intégration par partie ). La série E — est convergente et donc, par com-
n

neN*
paraison de séries & termes positifs, on peut affirmer qu’il y a convergence de la série des intégrales des valeurs
absolues des fonctions h,,. Par le théoreme d’intégration terme a terme, on peut écrire :

o

+oo +o00
sint R
/0 et—ldt: g (/0 sin te dt).

n=1

Les intégrales en second membre se calculent rapidement en transitant par les nombres complexes

Heo teo , 1 1
/ sinte”"dt = Im(/ e~ (=D qt = Im - =
o o n—i 1+n?

et I’on obtient la formule demandée.
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