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Étude de la somme de la série de Fourier lacunaire quadratique : x 7−→
∞∑

n=1

eiπn2x

iπn2

Corrigé par Mohamed TARQI1

1ère partie
Formule sommatoire de Poisson

1.1. D’après les hypothèses, il existe M > 0 et A > 0 tels que |t| ≥ A =⇒ |g(t)| ≤ M

t2
, ainsi

les intégrales
∫ −A

−∞
|g(t)|dt et

∫ +∞

A
|g(t)|dt existent, il est de même de l’intégrale

∫ +∞

−∞
|g(t)|dt, donc

pour tout x ∈ R, la fonction t 7−→ g(t)e−ixt est absolument intégrable sur R ( |e−ixt| = 1 ) et donc elle
est intégrable sur R.
1.2. Soit t ∈ [−a, a] (a > 0). Il existe un entier n0 ∈ N et supérieure à a tel que :

n ≥ n0 =⇒ |gn(t)| ≤ M

(t + 2nπ)2
+

M

(t− 2nπ)2
= vn(t).

Il est clair que vn est paire et décroissante sur [0, a] et donc pour tout t ∈ [−a, a], |vn(t)| ≤ vn(0) et

comme la série numérique
∑

vn(0) est convergente, alors la série
∑

gn est uniformément conver-

gente sur tout [−a, a] et donc sur tout segment de R.
1.3.
1.3.1. Les applications gn sont de classe C1 sur R et on a :

g′0(t) = g′(t), g′n(t) = g′(t + 2nπ) + g′(t− 2nπ) t ∈ R, n ∈ N∗

Donc comme la série
∑

gn, on montre que la série
∑

g′n est uniformément convergente sur tout

segment de R, ceci permet de conclure par un théorème du cours que g̃ est de classe C1 sur R.

1.3.2. Notons Sn(t) =
n∑

p=−n
g(t + 2pπ), alors, pour tout t ∈ R, on a :

Sn(t + 2π) =
n∑

p=−n

g(t + 2(p + 1)π)

=
n+1∑

p=−n+1

g(t + 2pπ)

=
n−1∑

p=−n+1

g(t + 2pπ) + g(t + 2nπ) + g(t + 2(n + 1)π)

Donc
Sn(t + 2π) = Sn−1(t) + g(t + 2nπ) + g(t + 2(n− 1)π).

Mais lim
t→∞ g(t) = 0, alors l’égalité précédente entraîne, quand n tend vers l’infini,

g̃(t + 2π) = g̃(t)

1Si vous avez des critiques ou des encouragements à formuler sur le contenu, n’hésitez pas à nous en faire part, et
surtout n’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
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donc g̃ est 2π périodique.

La série définissant g̃ peut être intégrée terme à terme sur [0, 2π] grâce à la convergence uniforme et
donc

ck(g̃) =
1
2π

∫ 2π

0
g̃(t)e−iktdt

= lim
n→∞

1
2π

n∑
p=−n

∫ 2π

0
g(t + 2pπ)e−iktdt

= lim
n→∞

1
2π

n∑
p=−n

∫ 2(p+1)π

−2pπ
g(u)e−ikudu, u = t + 2pπ

= lim
n→∞

1
2π

∫ 2(n+1)π

−2nπ
g(u)e−ikudu

=
1
2π

∫ +∞

−∞
g(u)e−ikudu =

1
2π

ĝ(k).

1.3.3. L’égalité |g(2nπ)| = O

(
1
n2

)
, montre que la famille (g(2nπ))n∈Z est sommable et que

(∗) g̃(0) = lim
n→∞

p=n∑
p=−n

g(2pπ).

Puisque g̃ est 2π périodique et C1 sur R, alors, d’après le théorème de Dirichlet, la famille (cn(g̃))n∈Z
est sommable et

(∗∗) ∀x ∈ R, g̃(x) = c0(g) +
∞∑

n=1

cn(g)einx +
∞∑

n=1

c−n(g)e−inx

et comme ĝ(k) = 2πcn(g̃), alors la famille (ĝ(n))n∈Z est sommable.

L’égalité (∗∗) entraîne pour x = 0, l’égalité g̃(0) =
∑

n∈Z
cn(g̃) =

1
2π

∑

n∈Z
ĝ(n) et en tenant compte de la

relation (∗), on obtient l’égalité demandée :

∑

n∈Z
g(2nπ) =

1
2π

∑

n∈Z
ĝ(n).

2ème partie
Application de la formule sommatoire de Poisson

2.1. Il est clair que la fonction hα est C1 surR et lim
|t|→∞

t2hα(t) = lim
|t|→∞

t2h′α(t) = 0, donc les les fonctions

t 7−→ t2hα(t) et t 7−→ t2hα(t) sont bornées à l’infini.

2.2. On a ĥ1(x) =
∫ +∞

−∞
e−t2e−ixtdt. On peut dériver la fonction sous signe intégrale, en effet,

• La fonction f : (x, t) 7−→ e−t2e−ixt admet une dérivée partielle
∂f

∂x
(x, t) : (x, t) 7−→ −ite−t2e−ixt qui

est intégrable sur R.

• ∀x ∈ R,
∣∣∣∣
∂f

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ = | − itf(x, t)| ≤ |t|e−t2 = ϕ(t) et ϕ est intégrable sur R.
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Donc ĥ1 est dérivable sur R et ĥ1
′
(x) = −i

∫ +∞

−∞
te−t2e−ixtdt et une intégration par parties donne

ĥ1
′
(x) = −x

2
ĥ1(x).

Ainsi ĥ1 est solution de l’équation différentielle y′ +
x

2
y = 0.

2.3. La solution générale de (1) s’écrit y(x) = λe
−x2

4 . Mais ĥ1 étant l’unique solution de (1) vérifiant

ĥ1(0) =
√

π, donc ĥ1(x) =
√

πe
−x2

4 .
2.4. On a, grâce au changement de variable, u = αt,

ĥα(x) =
∫ +∞

−∞
e−α2t2e−ixt =

∫ +∞

−∞
e−u2

e−ix u
α

du

α
=

1
α

ĥ1

(x

α

)
=
√

π

α
e
−x2

4α2 .

2.5. Posons α =
√

a

2
√

π
, alors pour tout entier n, on a ĥα(n) = 2π√

a
e
−πn2

a et hα(2nπ) = e−πn2a. La formule

de Poisson appliquée à hα, donne :

2π

(
1 + 2

∞∑

n=1

hα(2nπ)

)
= 1 + 2

∞∑

n=1

ĥα(n)

égalité qui s’écrit encore sous la forme demandée :

√
a

(
1 + 2

∞∑

n=1

e−πn2a

)
= 1 + 2

∞∑

n=1

e−
πn2

a .

3ème partie
Un résultat général sur les fonctions holomorphes

3.1. Ω est un ouvert de C comme image réciproque de l’ouvert ]0, +∞[, par l’application continue
z 7−→ Im(z).
Soit a et b dans Ω, alors pour tout t ∈]0, 1[, Im((1 − t)a + tb) = (1 − t)Im(a) + tIm(b) > 0, donc
(1− t)a + tb ∈ Ω et donc [a, b] ⊂ Ω. Ceci montre aussi que Ω est connexe par arcs de C.
3.2. Soit a ∈ Ω fixé. Pour tout t ∈ [0, 1], (1 − t)a + tb ∈ Ω, et donc l’application b 7−→ f((1−)a + tb)
est bien définie et continue sur Ω, donc l’application Φa est continue sur Ω comme produit de deux
fonctions continues.
3.3. Soit c ∈ Ω tel que

∫

γa,c

ψ(z)dz +
∫

γc,b

ψ(z)dz =
∫

γa,b

ψ(z)dz alors cette relation s’écrit encore, après

simplification, sous la forme
(a− b)c− (a− b)c = ba− ab

Donc Im((a− b)c) = Im(ab), donc c ∈ Ω décrit une droite parallèle à l’axe des x, où une demi-droite
dans le cas contraire.
3.4.
3.4.1. La fonction f = P + iQ étant holomorphe sur Ω, donc elle vérifie les conditions Cauchy-
Riemann : 




∂P

∂x
(x, y) =

∂Q

∂y
(x, y)

∂P

∂y
(x, y) = −∂Q

∂x
(x, y),

pour tout (x, y) ∈ Ω2.
3.4.2 D’après Formule de Green-Riemann, on a :

∫

∂T +

Pdx−Qdy =
∫ ∫

T

(
−∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.
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De même ∫

∂T +

Qdx + Pdy =
∫ ∫

T

(
−∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dxdy = 0.

D’autre part,
∫

∂T+

f(z)dz =
∫

∂T +

Pdx − Qdy + i

∫

∂T +

Qdx + Pdy = 0, or ∂T+ = γa,c + γc,b + γb,a,

donc l’égalité
∫

∂T+

f(z)dz = 0 est équivalent aussi à

∫

γa,c

f(z)dz +
∫

γc,b

f(z)dz = −
∫

γb,a

f(z)dz =
∫

γa,b

f(z)dz.

3.4.3. Soit c ∈ Ω et c 6= b, alors Φa(c) − Φa(b) =
∫

γa,c

f(z)dz −
∫

γa,b

f(z)dz = −
∫

γc,b

f(z)dz = Φb(c) et

donc
Φa(c)− Φa(b)

c− b
= Φb(c)

et comme Φb est continue en b, alors

lim
c→b

Φa(c)− Φa(b)
c− b

= lim
c→b

Φb(c) =
∫ 1

0
f((1− t)b + tb)dt = f(b).

Ceci montre que Φa est holomorphe sur Ω et que Φ′a = f.
3.4.4. Pour tout r > 0, on peut écrire :

Φ(ir, c)− Φ(ir, b) = Φ(b, c)

et quand r tend vers 0+, on obtient l’égalité :

F (c)− F (b) = Φ(b, c)

et comme précédament,

lim
c→b

F (c)− F (b)
c− b

= lim
c→b

Φb(c) = f(b).

Ceci montre que F est holomorphe sur Ω et que F ′ = f sur Ω.

4ème partie
Étude d’un exemple

4.1. La fonction fλ apparaît comme composée et produit de fonctions holomrphes sur Ω, donc elle
holomorphe sur Ω.
4.2. On a pour tout z = α + iβ ∈ Ω,

|fλ(z)| = |zλ|| exp
(
− i

z

)
| = |z|λ exp

(−β

|z|2
)
≤ |z|λ.

Soit maintenant (rn)n∈N une suite de nombres réels strictement positives de limite nulle, on a :

Jλ,b(rn) =
∫

γirn,b

fλ(z)dz = (b− irn)
∫ 1

0
fλ((1− t)irn + tb)dt

On a lim
n→∞ fλ(1− t)irn + tb) = fλ(tb) et pour tout n ∈ N,

|fλ((1− t)irn + tb)| ≤ |(1− t)irn + tb|λ ≤ |b|λ
t−λ

= ϕ(t)
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et comme 0 < −λ < 1, alors ϕ est intégrable sur ]0, 1] et donc le théorème de convergence dominée
s’applique :

lim
n→∞Jλ,b(rn) = b

∫ 1

0
fλ(tb) = tλ+1

∫ 1

0
tλ exp

(−i

tb

)
dt.

4.3.
4.3.1. D’après la 4ème partie, Fλ est holomorphe sur Ω et F ′

λ = fλ. Donc Gλ est holomorphe sur Ω
comme produit de fonctions holomorphes.

4.3.3. On a, pour tout z ∈ Ω, en posant t =
1
u

:

Fλ(z) = zλ+1

∫

]0,1]
tλ exp

(−i

tz

)
dt = zλ+1

∫ +∞

1
u−λ−2 exp

(−iu

z

)
du.

D’où :

Gλ(z) =
1
z

exp
(

i

z

)∫ +∞

1
u−λ−2 exp

(−iu

z

)
du.

4.3.3 Une intégration parties donne :

Gλ(z) =
−i2

z

∫ +∞

1
u−λ−2 exp

(
(1− u)i

z

)
du

= i

[
u−λ−2 exp

(
(1− u)i

z

)]+∞

1

+ i(λ + 2)
∫ +∞

1
u−λ−3 exp

(
(1− u)i

z

)
du

= i + i(λ + 2)
∫ +∞

1
u−λ−3 exp

(
(1− u)i

z

)
du

et comme
∣∣∣∣exp

(
(1− u)i

z

)∣∣∣∣ ≤ 1, car Im
(

1− u

z

)
< 0, il vient alors

|Gλ(z)| ≤ 1 + (λ + 2)
∫ +∞

1
u−λ−3du = 2.

D’autre part on a, pour tout z ∈ Ω, F−1/2(z) = z3/2 exp
(−i

z

)
G−1/2(z) et donc |F−1/2| ≤ 2|z|3/2

puisque
∣∣∣∣exp

(−i

z

)∣∣∣∣ ≤ 1.

5ème partie
Démonstration de la propriété proposée

5.1. Posons z = a + ib, alors on a :
∣∣∣∣
un+1(z)
un(z)

∣∣∣∣ = e−bπ((n+1)2−n2),

• si b > 0 lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(z)
un(z)

∣∣∣∣ = 0 et dans ce cas la série
∑

un(z) converge ;

• si b < 0 lim
n→∞

∣∣∣∣
un+1(z)
un(z)

∣∣∣∣ = +∞ et la série
∑

un(z) diverge ;

• si b = 0, |un(z)| = 1 et donc un(z) ne tend pas vers 0.
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Conclusion, la série
∑

un(z) converge si et seulement si z ∈ Ω.

5.2. Si z ∈ Ω, alors z + 1 ∈ Ω et pour tout n ∈ N∗, on a :

un(z + 1) + un(z) = eiπn2z(eiπn2
+ 1) =

{
2up(4z), sin = 2p
0, sin = 2p + 1

,

d’où :

∞∑

n=1

un(z + 1) +
∞∑

n=1

un(z) = 2
∞∑

p=1

up(4z)

c’est-à-dire u(z + 1) + u(z) = 2u(4z).
5.3.
5.3.1. Soit (x, y) ∈ R× [a, +∞[, alors pour tout k ∈ N∗, |nkun(x, y)| ≤ nke−yπn2 ≤ nke−aπn2

et la série∑
nke−aπn2

converge, car lim
n→∞n2(nke−aπn2

) = 0, donc la série
∑

nkũn converge normalement sur

R× [a,+∞[.
5.3.2. Soit y > 0 fixé. Les fonctions vn : x 7−→ ũn(x, y) sont dérivable sur R et

v′n(x) =
∂un

∂x
(x, y) = iπn2un(x, y),

de plus la série
∑

v′n = iπ
∑

n2un est normalement convergente donc uniformément convergente,

donc on peut conclure que ũ possède une dérivée partielle en tout point par rapport à x et que

∀(x, y) ∈ R×]0,+∞[,
∂ũ

∂x
(x, y) = iπ2

∞∑

n=1

n2ũn(x, y)

5.3.3. De la même façon, on montre que
∂ũ

∂y
(x, y) existe et que

∀(x, y) ∈ R×]0, +∞[,
∂ũ

∂y
(x, y) = −π2

∞∑

n=1

n2ũn(x, y) = i
∂ũ

∂x
(x, y)

5.3.3. La question précédente montre que u vérifie les conditions de Cauchy-Riemann sur Ω, donc u
est holomorphe sur Ω.
5.4. La formule (2) s’écrit, à l’aide de u, sous la forme :

(
ia

i

)1/2

(1 + 2u(ia)) = 1 + 2u
(
− 1

ia

)
,

et d’après le principe du prolongement analytique, cette égalité qui est vraie pour les points de Ω de
la forme ia, se prolonge à Ω :

∀z ∈ Ω,
(z

i

)1/2
(1 + 2u(z)) = 1 + 2u

(
−1

z

)

5.5. Pour tout z ∈ Ω, on a, en tenant compte des questions 5.2. et 5.4. :

(
i

z

)1/2 ∞∑

n=1

(
exp

(−iπn2

4z

)
− exp

(−iπn2

z

))
=

(
i

z

)1/2

u

[(
− 1

4z

)
− u

(
−1

z

)]

=
1
2

(
i

z

)1/2
[(

4z

i

)1/2

(1 + 2u(4z))−
(z

i

)1/2
(1 + 2u(z))

]

=
1
2

+ u(z + 1)
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5.6. Pour tout z ∈ C, on a |un(z)| = e−Im(z)πn2 ≤ 1 et donc
∣∣∣∣
un(z)
iπn2

∣∣∣∣ ≤
1

πn2
, donc la série

∑ un

iπn2
est

normalement convergente, donc uniformément convergente sur {z ∈ C/Im(z) ≥ 0} et comme les un

sont continues, il est de même de la somme v.
5.7. On a pour tout z ∈ Ω, |F−1/2(z)| ≤ 2|z|3/2 et donc

nF−1
2

( αz

πn2

)
≤ 2

∣∣∣αz

π

∣∣∣
3/2 1

n2

donc la série
∑

nF−1/2

( αz

πn2

)
est absolument convergente sur Ω, donc convergente sur Ω.

5.8.
5.8.1. Les fonctions un sont holomorphes sur Ω et u′n(z) = iπn2un(z) pour tout z ∈ Ω, et comme

la série
∑ un

iπn2
converge uniformément sur Ω, alors v1 est holomorphe et sa dérivée s’obtient, en

dérivant terme à terme :

∀z ∈ Ω, v′1(z) =
∞∑

n=1

un(z) = u(z).

5.8.2. Soit ∀z ∈ Ω, alors :

w′(z)(z) =
(iπ)1/2

2

∞∑

n=1

(
4

πn
F ′
−1/2

(
4z

πn2

)
− 2

πn
F ′
−1/2

( z

πn2

))
.

Mais F ′
1/2 = f−1/2 = z−1/2 exp(− i

z ), il vient alors, après simplification :

w′(z) =
(iπ)1/2

2

∞∑

n=1

(
4

πn
f−1/2

(
4z

πn2

)
− 2

πn
f−1/2

( z

πn2

))

= (
i

z
)1/2

∞∑

n=1

(
exp

(−iπn2

4z

)
− exp

(−iπn2

z

))

= u(1 + z) +
1
2
.

5.8.3. On a v′1 = u et

∀z ∈ Ω, w′(z) = u(z + 1) +
1
2

=
(
v1(z + 1) +

z

2

)′

et comme Ω est connexe par arcs, alors il existe k ∈ C tel que v′1(z +1)+ z
2 = w(z)+k, mais l’inégalité

z ∈ Ω, |F1/2(z)| ≤ 2|z|3/2 montre que lim
z→0

w(z) = 0, donc k = v(1) et par conséquent :

∀z ∈ Ω, v1(z + 1)− v(1) = −z

2
+ w(z).

5.9. On a z ∈ Ω, |F1/2(z)| ≤ 2|z|3/2, donc ∀N ∈ N∗,
∣∣∣∣∣

N∑

n=1

(
nF−1/2

(
4z

πn2

)
− 2nF−1/2

( z

πn2

))∣∣∣∣∣ ≤ K|z|3/2
N∑

n=1

1
n2

,

où K > O est une constante. D’où |w(z)| ≤ |z|3/2K
π1/2

2

∞∑

n=1

1
n2

, il suffit donc de prendre donc

c = K
π1/2

2

∞∑

n=1

1
n2

.
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5.10. Soit (yn)n∈N une suite de nombres réels strictement positives de limite nulle, comme v est conti-
nue sur {z ∈ C/Im(z) ≥ 0}, alors pour tout x ∈ R, lim

n→∞ v(x + iyn) = v(x) = q(x), d’autre part on
peut écrire pour tout n ∈ N,

∣∣∣∣v(x + iyn + 1)− v(1) +
x + iyn

2

∣∣∣∣ ≤ c|x + iyn|3/2

et on obtient par passage à la limite :
∣∣∣q(x + 1)− q(1) +

x

2

∣∣∣ ≤ c|x|3/2

et donc q(x + 1)− q(1) +
x

2
= O(x3/2), ceci montre que q est dérivable en et que q′(1) =

−1
2

.

• • • • • • • • • • ••
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