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Corrigé de I'épreuve de mathématiques I
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Fonctions de Bessel ! et I'équation du temps de Kepler?

1.1

1.2

Corrigé par M.TARQI
PARIE I. UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

Si A > 0, la fonction § — e~ 5inA g est continue sur [0, 7], donc elle est intégrable sur 0, |
SiA<0,ona

e i cos 6 2\ 2 2\ 2

sin = sin

Donc il suffit de montrer que la fonction § — sin?* 6 est intégrable sur |0, 7|, en effet, tout fonction
absolument intégrable est intégrable. La fonction § — sin?* § est continue sur ]0, [, au voisinage

1 . .
de 0, sin* 6 ~ e et au voisinage de 7

(7= 0) " sin* 0 = (m — )" sin® 1 — 0) = <STH(9—7_7T;T)>2A ~ 1,

et comme 0 < —2\ < 1, la fonction § — sin?* § est intégrable sur |0, 7.

D’apreés la relation de Chasles, on a :

T z T
f)\((L') — / el cos 0 Sin2)\ 0do = /2 e i cos 6 Sin2)\ 0do + / el cos 0 Sin2)\ 0do
0 0 z

2
Le changement de variable t = 7 — ¢ montre que
T 0
/ e—ix cos @ Sin2)\ 0do = — / eix cost Sin2)\ tdt

™ ™

D’ou

H(z) = / e~ 080 6in2A 94
0

Z 0
2 . .
— / et cos 0 Sin2)\ 0do — / el cost sinz)‘ tdt
0 .
3 .
= / 2Re (et sin® tdt
0

s

? - 2X
= 2/ cos(z cost) sin“” tdt
0

1. Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846), astronome et mathématicien allemand, connu principalement pour avoir effectué
les premieres mesures précises de la distance d’une étoile et pour étre le fondateur de 1’école allemande d’astronomie d’ob-
servation. Il introduit, dans la résolution des problemes de mécanique céleste faisant intervenir la théorie des perturbations,
les fonctions mathématiques dites de Bessel, solutions d’équations différentielles particulieres. Ces fonctions jouent un role
important dans 1’analyse de la répartition et de la conduction de la chaleur ou de I’électricité a travers un cylindre.

2. Johannes Kepler (1571-1630), est un astronome allemand célebre pour avoir étudié ’hypothese héliocentrique (la Terre
tourne autour du Soleil) de Nicolas Copernic, et surtout pour avoir découvert que les planetes ne tournent pas en cercle parfait
autour du Soleil mais en suivant des ellipses.
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™
1.3 Posons fy(z) = / gr(,0)d0 avec gy(z,0) = e~ 59 sin?} §. Montrons par récurrence sur p € IN,

que fy estde clasge ¢P sur IR.

Pour p = 0, la fonction z +— e sin?* @ est continue sur R pour tout § €]0,7[, de plus
lga(z,0)| < Osin?} 0 et  — sin®* @ est intégrable, donc d’apres le théoréme du cours x — f(x)
est continue sur R donc de classe ¢ sur IR. Supposons maintenant f est de classe ¢” sur R et que

—ix cos 0

Vz € R, fip)(x) = (—i)p/ e~ 0080 cosP § sin® 0dh.
0

La fonction (z,6) — (—i)Pe~ 5% cosP fsin®* § est continue sur IRx]0, 77| et admet une dérivée
partielle continue par rapport a z,

(2,0) —s (—i)PTlemiweost oogPFl gsin?A g
qui est dominée par la fonction intégrable :
@y : 0 — |sin? 4.

Donc, toujours d’apres le théoreme de cours, f )(\p ) est ¢! sur IR, c’est a diref) est €7 sur IR.
Ainsi f) est de classe € sur R et :

Vo € R, f)(\p) (x) = (—i)p/ e~ 080 co5P 9 sin?* A6,
0

1.4 Une équation différentielle

1.4.1 Pourtoutz € IR,ona:
Hai(x) = fa(z) = / e~ 09 (sin? 29 — sin?Y)dh = —/ e~ 080 0052 9 s5in?* A6,
0 0

Donc f{ = fat1 — fa
1.4.2 Soitxr € IR.

—zfap1(x) = ’L/ (e~ cos Oy gin2A 1 g
0
. ™ n . d
_ —txcos O : 2A+1 _ —txcos O - 2241
= 1 <[e sin 9] . /0 e p7 (sin 9)d9>
= i(2A+1) / e 0gin?X g cos 0dh = (2\ + 1) f1 ().
0

D’ou I'égalité demandée.

1.4.3 Pourtoutx € IR,ona:

zfy(@) + A+ D) + 2fa(@) = 2(fra (@) — fa@) + @A+ D (@) + 2fa(z) =0
Donc f) est solution de I’équation différentielle (F)) sur IR.

PARIE II. UNE FORMULE D’EULER
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2.1.1 ATaide d’une intégration par parties, on obtient :
—+o0 1 +o0o 1 +OO
I'(p) = / tr~ e tdt = [—tpe_t} + —/ e tdt = (p +1).
0 p 0 P Jo p

+oo
212 0nal(l) = / e”'dt = 1, donc la formule précédente entraine que, pour tout n € IN*,

I'(n) =n!
+o0
2.1.3 La fonction t — tP~le~t étant positive sur |0, +oo[ donc T'(p) = / tr~te™" > 0. Supposons
0

a
qu’il existe p > 0 tel que I'(p) = 0, alors on aura pour touta > 0, / tr~te~" = 0 etla continuité
0

de t — tP~ e~ implique tP~'e~t = 0 pour tout ¢ > 0 ce qui est absurde.

2.1.4 Tl suffit d’utiliser le changement de variable ¢ = s2.
22

2.2.1 La fonction de deux variables : (z,y) — 2214207 16=2"=%" egt une fonction a variables sépa-

rables, donc par le théoreme de Fubini, on peut écrire :

a a
//[ . oLy 201 =22 g / x2p—le—x2d$/ ey = I (a)la(q)
0, 0 0

2.2.2 Utilisons les coordonnées polaires :(z,y) = (rcos @, rsinf) . Quand (x,y) décrit D(a), r décrit
l'intervale [0, a] et § décrit 'intervalle [O, g} . La formule de changement de variables s’écrit
alors :

a ™
// xzp_1y2q_le_x2_yzd:ndy = / /2 cos? ™1 9 gin2a1 gr2rtO—1e=* grqg
[0,a]2 0o Jo

a ™
1 g2 2 1 . 29—
= / p2pta—lg=r dr/ cos?P~1 9 sin%~! 9do
0 0
E

= I14(a) /2 cos?~1 fsin?7"1 9de.
0

2.2.3 Tl est clair que I'(p) = lim I(a), donc

a—o0

JLH;O/ /[0 P 22yl =V dady = T(p)T(g).

D’autre part, vues les inclusions entre les domaines d’intégrations D(a), [0,a]?, D(av/2) et vu
le fait que V(z,y) € R?+, 22P~1y20-1¢=2*~¥* > 0, 0n a:

// 2p12q1—x—yd$dy<l // 2pl2q1—m—yd$dy
D(a) (aVv'2)

lim// xzp—1y2q_le_x2_92dajdy = lim// xzp_1y2q_le_x2_92dajdy
a— o0 D(a) a— o0 D(a\/i)

= TI'(p+p) /2 cos?P~1 9 sin®7! 9dp.
0
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alors par comparaison des limites il vient :

jus

2
F'(p)I'(q) =T(p+q) / cosP~1 fsin?7! 9dp.
0

(()-af oo

D’autre part, la relation précédente donne :

r <%> I'(n)=T <n + %) Ipn_1

2
avec I, = / sin” zdz. Pour tout p > 2, on écrit a I’aide d"une intégration par parties,
0

2.3 Posons u = /¢, alors :

s

T
2
I, = / sin?~! x sin zdx
0
jus

jus 2
= [~ cos z sin? ! 3:]02 +(p- 1)/ sin? ! z cos? xdx
0

jus

= (p—1) /02 sin? ! 2(1 — sin? x)dz = (p — 1)(I,_2 — I))

-1

d’ou I, = pTIp_g. En tenant compte de Iy = g et [1 = 1, on a alors

(2n —2)(2n — 4)..4.2 2" H(n —1)!)?
(2n—-1)(2n—-3)..3  (2n—1)!

P<n+1> Va2n - DU @2n)lVE

2 2n=1(n — 1)1 22np)
PARIE III. FONCTION DE BESSEL
1 [e—im COSG]7r 2s8inx dr

Isp1 =

Ainsi

3.1 On a, pour tout z €]0, +o0|, f1( )——

2
T (2) 1 \/7]0 sinz
pi rir VT
Donc Ji ( 1 \/7 vz au voisinage de 0" (hn% sz 1).
T— X

3.2 En tenant compte de la relation —z fy11(z) = (2A + 1) f§(x), on a, pour tout = €]0, +00] :
A ;A 1 AR A 1 2\ A1
f)* z far1(z)
A

+r(%)r(>\+%) (2 (2A+1)

_ 1 (g) 2 fat (x)

IO+ \2/ @2x+1)

_ 1 (f)’\ﬂ Fari(z)

L(HMA+3) 2/ (A +3)
()

. frri(x), car T <)\+ g) = <)\+ %) r ()\ + %)
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3.3 Montrons par récurrence sur n € IN*, que pour tout f € €(]0, +00[, R) et tout 2 > 0
[H" ()] () = zH"(f) ().
La propriété est vraie pour n — 1, puisque [HO(f)]'(z) = f'(z) = = [1 d ] (F)(@) = 2H(f)(x). Si
Fe€=(0, 400 R), H(f) € €=(0,+o0],R) et donc
Ve >0, [H"(f)](z)=[H""H()'(z) = zH"(H(f))(z) = 2H"'(f)(2).
Ainsi, par le principe de récurrence, vn ¢ IN*

vf € ¢(0, +oo[ R), Va > 0,[H"(f)]'(x) = 2H"(f)(2).

x dx x
tion 3.1. Supposons qu’elle vraie a 1’ordre n et montrons la pour n + 1. On a, grace de la relation

[H* ()] (2) = 2 H"(f) () :

2 1.d\" [si
La propriété Jn+%(x) = (—1)"\/jx"+§ <——> (smx) est vraie pour n = 0, d’apres la ques-
T

n+ i
Tes = @ - @)
/
_ n+t3 n |2 g1 (LdN\" (sinz\ (/2 .1 (1 d\" (sinz
N x (=1) — 2<wdx> <x> <( 2 — ’ zdz x
_ n+3 n 12 g1 (1 d\" [sinz n\/? 1\ ,_1(1d\" /[sinz
= CUYEE <m> <x >‘<‘1> Ute) Gw) e
+

D’ou I'égalité demandée.

1 1
3.4 Pour tout x €]0, +00[, on a, ennotant A =T° <§> r </\ + —> :

2
AR +adye) + @ - ) = 22D (I a2 (5 )

o (2 e () ) 22 s
+(a? = X) fa(z)

= (O DO DAE) + 200 @)
+22 (@) + A (@) + 2 fi (@) + (@2 = ) fr()]
T\ A
= (5) FPA@+ @+ Defi@)a fr(@)]
S (g)A [z £ (z) + @A+ 1) fA(z)zfr(z)]

et comme f) est solution de I'équation différentielle F), alors
Ve >0, 22JY(z) + xJi(z) + (22 — NIy (z) = 0,

donc J), est solution de 'equation différentielle £y sur |0, 4oc0|.
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e t2n
. éel t = —1)" ‘ol :
3.5 On atoutréelt, cost 1;)( ) (2n)!,dou
> 6
Yz > 0,V0 €], [, cos(zcosf)sin® f = Z(—l) 2>‘9%.
n=0

222 9(:1: cos )"

Posons un(ﬁ) =(—-1)"s pour toutn € IN. Les u,, sont intégrables sur [0 W] puisque

(2n)!
lun (0)] < ( ) \ sin?} 6| et / ’ | sin?* §|d# existe (la question 1.1 ). La derniére inégalité montre que
0
la série Z / |un(0)|d6 est convergente.
nelN

D’ot, par le théoreme du cours et en tenant compte de la relation (1) de la question 2.2.3 :

us

Nx) = 2/2 cos(x cos 0) sin?* 0d6
0

= 2) (1)
n=0

=, 2 T(n+ 5T\ + 35)
= 2. (2n)! r(niwrl)z

3
cos®™ § sin®* 0dp

(%)

n=0

@)V

L 1 72 sy 2 1
et par conséquent, en utilisant I'égalité I’ <n + 5) = “any]

J(z) =

L (E)Am)

%rm+ T+ 3)
<_> 22 (n+)\+1)2

3

NI~

=
/—\ =~ =

S

_l_

N~

L(3)T(n

5) g—;it+1>< >2"

I
/N

D’ou I'égalité demandée.

3.6 D’apres la relation (x) f) apparait comme une fonction définie a droite de 0 par une série entiere,

donc PTG 4+ )
Jim A0 = —E
et donc
lim In(@)T(A+1) ~ lim LA+ 1) fa(x) _
20+ (£)A e—0t T($)T(A + 3)
donc Jy(x) est équivalente a _t <£> g au voisinage de 0.
T(A+1) \2

3.7 Une autre expression intégrale de .J,,, n € IN.
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n+2m

3.7.1 On a, par la formule de binome : (¢ — ¢7)e~"0 = Z CF o (— e2m=20)i0 qron
1 T . n+2m T
% (629 - —19 —m@dg Z Cn+2m / el(2m—2k)9d9 — (_1)m rnn+2m.
[o¢] Zn
3.7.2 On a pour tout nombre complexe z, e = Z — douVx >0,Va € IR :
A
o0 . . [o¢] . 5 5 n [o¢]
i (ixsin a)” (ix)" (e —e '™ 1 sz\» _
irsino _ _ o io\n
© _Z n! _Z n! 27 _ZE(E) (e —e™™)
n=0 n=0 n=0

La fonction § +— ¢/ 5n0=in¥ egt définie par la série de fonctions

1 sx\n
Z — (E) (619 - 6—19)n6—2n97
On.

qui converge normalement par rapport a f sur [—m, 7], donc on peut intégrer terme a terme :

% _w (e — e )emn0qg = i 3 ]:' <£>k/j (eie _ e—z‘e)ke—mede
Mais
/_ 7; (e"e — e—”)k e~ M0dp = ;c;%(_nm /_ 7; eilk=2m—n)d gg _ { (1) :in]:)n: n+2m

D’ou

- <;>"m:0 <;>2’" p (nam)

" =)™ 2m
) > m!F(nim+ 5 (3)
= Ju(x)

3.7.3 D’apres la relation de Chasles, on a :

T 0 T
/ ei:c sin 0—m9d9 — / ei:c sin 9—in€d9 + / ei:c sin 0—ind Ao
-7 -7 0

Le changement de variable t = — montre que

0 ™
/ elasin G—mGdG — / e tsin t+mtdt
-7 0

D’ou
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1 s

Jn(ZL') — % eixsin@—inﬁde
—7
— i 7T2:Re(eimsinG—inG)dQ
2w 0
1

= —/ cos(nf — xsin 6)d6.
0

s

PARIE IV. APPLICATION A L'ETUDE DE L'EQUATION DE KEPLER

4.1

4.1.1 La fonction ¢, est de classe € sur R et Vo € R, ¢.(z) = 1 — ecos(z) > 0. De plus

EIE Ye(x) = +oo et EIP we(z) = —oo, donc ¢, définit un €¥*°-difféomorphisme de IR
sur IR.

4.1.2 Soitt € Rete €] — 1, 1], alors il existe un seul élément de IR, noté v(¢, <) tel que t = p-(v(t, ),
donc on a bien :

v(t,e) =t + esin(v(t, €)).
4.2 Premieres propriétés de la fonction v.

42.1 Onapourtoute €] — 1,1, 0 = 0 + £sin(0) et 7 = 7 + esin(w), donc par unicité, v(0,¢) = 0 et
v(m,e) = .

4.2.2 Les fonctions ¢, et t — v(t,¢) sont de méme parité, donc t — v(t, €) est impaire.

423 Pourtoutt € IR,onav(t,e)+2n = t+2n+esin(v(t,e)) = t+2n+esin(v(t, e)+2m) = v(t+2m,€).
Notons ¢(t) = v(t,e) —t, donc ¢(t + 2m) = v(t + 2m,e) —t — 2m = v(t,e) —t = ¢(t), donc la
fonction t — v(t,e) — t est 2w-périodique.

4.3 Régularité de la fonction v
4.3.1 La fonction g admet des dérivées partielles par rapport a z, ¢, t a tout ordre et qui sont conti-

nues sur %, donc ceci est suffisant pour dire que g est ¢°° sur 'ouvert % .
Pour tout (z,e,t) € %,ona:

dg B
a—x(x,a,t) =1—¢ecos(z) >0

4.3.2 Le théoreme des fonctions implicites montre qu’on peut résoudre I'équation g(t,e,2) = 0 en
x, cette solution qu’est de classe 4> comme g n’est autre que la fonction v de la question 4.1.2.
4.4 Expression de v al’aide d'une série entiere de la variable ¢
4.4.1 D’apres théoreme des fonctions implicites on a :
9g

ov g(x,a,t) _ sinx

e 0

0e g9 (z,e,t

Ox

 1—ccosz
)

et P
g

ov E(%Eﬂf) 1

@(ac, e, t

Ox

 1—ccosz
)

Donc
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4.4.2 D’apres le théoreme Schwarz ( v étant de classe ¥ ) et la relation de la question 4.4.1, on a :

o (ov ., 0% ov 0
2% (Esm v) = e sin" v+ — 5% e —(sin" v)
0%*v Ov Qv 1
= Di0e sin” fu+ngasm U COS U
9%v ov d
= Bioe sin™ v + Ea—(sm v)

Lo
ot \ ot sin v
4.4.3 Montrons, par récurrence sur n € IN*, que

oo (o
gen  Otn—1

Pour n = 1 on trouve le résultat démontré dans la question 4.4.1, supposons 1'égalité est vraie
al’ordre n et montronsla al'ordre n + 1. On a

ot (o
Jentl  9e \ em

n—1
- % < aatn—1 (% sin” U>> d’apres ’hypothese de récurrence
= o 9 (% sin” v
o1\ e \ ot
n—1
- aatn_1 <% <% sin” v>> d’apres la question 4.4.2
_ (o sin” v
~otn \ Oe
8” v o L 0} 7 PN .
= o (E sinv. sin v> d’apres la question 4.4.1
_ o" v con+1
o (E o U>

. ezt _ e—zt
4.4.4 Ecrivons sin t sous la forme <27> , donc
1

n+1
n+l _ 1)kgilnt1-2k)t
(2isint) E Cn+1 ( )

et donc

n+1

da” ;
(2Z)n+1 o Slnn-i—l Z En—i—l Tl +1— k))nez(n+1—2k)t

et comme pour tout k € [0,n + 1], 0 §n+1—2k§n+1,alors

" n+1
ontl (sin™ 1 ¢) ‘ Z Choi(n+1)" = (n+1)"2"

dtn
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d’otr:

dn
ﬁ(sim”'|r1 t)‘ <(n+1)".
n—1 nn—l
s 2 s s .z A i
L'inégalité précédente entraine, pour tout n € IN et tout ¢ € IR, W(Sm t)a < "
nn—1
La regle de D’Alembert montre que le rayon de convergence de la série Z —2" est —,
n! e

nelN
donc, par comparaison, le rayon de convergence de la série en question est supérieure ou

égalea —.
& e
4.5 Expression de v faisant intervenir une série de FOURIER de la variable ¢

4.5.1 a, = 0 pour tout n € IN, car v, est impaire.
2 m

4.5.2 Puisque v, est impaire, b, = — [ (v(t,e) — t)sin(nt)dt. Utilisons le changement de variable
T Jo

t =z —esinz, alors dt = (1 — ecos x)dx et b, devient :

2 s
bp(t) = —/ esinzxsin(nz —nesinx)(1 — e cos z)dx
T Jo
2 ™
= — | esinaz(—cos(nx —nesinz)) dx
nm Jo
2 . . - " .
= — | [—esinzcos(nz —nesinx)|g + [ ecoszcos(nx — nesinx)dz
nm 0
2 [T 2 [T
= — [ (ecosz —1)cos(nz —nesinz)dr + — / cos(nx — nesinx)dx
nm Jo nm Jo
2 . . 2 [T .
= —J[—sin(nz —nesinz)|§ + — [ cos(nz — nesinz)dx
nm nm Jo
2 K
= — cos(nx — nesinz)dz.
nm Jo

4.5.3 Le théoreme de Dirichlet montre que la série de Fourier de v. converge en tout ¢ de IR vers
v:(t) puisque v, est € sur R et donc on peut écrire, pour toutt € R :

v(t,e) —t = Z by, sin(nt)
n=1

2 . .
et comme b, = —J,(ne) I'égalité précédente s’écrit encore sous la forme :
n

2. Jn(ne)
vVt e R = y = i :
, v(te) =t+2 - sin(nt)
n=1
core srie 3 (Jn(n))?
4.5.4 Le théoreme de Parseval montre que la série — 5 est convergente et que
n

nEN*

> (‘]f%)y = o [ P = o [P

= dr J_, 2 Jo
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Or (avec le changement de variable t = z — esinz )

6271'

2

/[ve(t)]zdt = /52sin2:ﬂ(1—z—:cosx)d3::
0 0

> (Jn(ne))? 2
2( ) _ e

Fin de corrigé

Annexe : Une démonstration géométrique de I’équation du temps de Kepler

Montrons d’abord qu’il existe une re-
lation entre I'anomalie excentrique v et
I’angle 6 sous la forme :

0 1+¢ v
tan - = 4/ tan <.
g 1—¢ My

Ona:
CS =0S5-0C = as—acosv = a(e—cosv)

Mais
CS = rcos(m—60) = —rcos(f)

et donc

(1) 7rcos(f) = a(cosv —¢).
D’autre part, en vertu d"une propriété simple de l’ellipse et de son cercle concentrique,
MC b
N S
PC a ¢

donc
rsin(6)

asinv

=V1-¢e?2=rsinf) =ay1—e?sinv

En mettant au carrée et en tenant compte de la relation (1), on trouve :

r? = a?(e? 4+ cos’ v — 2ecos v + (1 — €?) sin®v) = a®(e? + 1 — 2e cos v — % sin” v).

Donc
(2) r=a(l—ecosv).

Par une relation trigonométrique usuel, et en utilisant les relations (1) et (2), on trouve :

2r? sin? (g) = r(l—cosf)=a(l —ecosv) —a(cosv —¢)

= a(l+¢)(1 —cosv) = 2a(l + &) sin? %
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De méme,

212 cos? <g> = r(1+cosf) =a(l—ccosv)+ a(cosv — ¢)

= a(l+¢)(1+ cosv) = 2a(1 + ¢) cos? g

; 0 1+€t v
an — = an —.
2 1—¢ 2

Nous allons maintenant démontrer la vraie équation du temps de Kepler. On rappelle la deuxiéme loi de
Kepler ( la loi des aires ) :

Si S est le Soleil et M une position quelconque
d’une planete, I'aire balayée par le segment
[SM] entre deux positions C et D est égale
a I'aire balayée par ce segment entre deux po-
sitions E et F si la durée qui sépare les posi-
tions C' et D est égale la durée qui sépare les
positions E et F.

Voir la démonstration ci-aprés (Annexe2).

L'ellipse étudiée est la transformation affine du cercle par ’homothétie de rapport g, donc:
Aire(SAM) = éAire(SAP)
a

Or Aire(SAP) = Aire de secteur(OAP) — Aire du triangle(OSP) = %(a% — ea’sinw).

D’autre part, par la loi des aires :
Aire(SAM)
Aire de lellipse T

ol ¢ est le temps écoulé depuis le passage au périgée ( le point A ) et T'la période de la planéte ( la durée
de révolution ), donc

bt
Aire(SAM) = T2
T
D’ou :
2—7Tt =uv —esinv
Tt =
ou encore
v=2x+esinv ( Equation du temps de Kepler )
2w 2w p . . N
avec r = ?t, - représente la vitesse angulaire moyenne de la planete.

Cette équation nous permet, en fonction de = ( donc en fonction du temps t ) de calculer 'anomalie
excentrique v(t) et ensuite I'angle 6(¢) et le rayon r(t).

L’équation de Kepler est transcendante, c’est a dire ne peut étre résolue que numériquement. Dans le
cas de petites excentricités, la méthode de recurrence est la plus indiquée.

On proceéde par approximations successives, en posant comme premieére solution approchée

Vo =T.
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Ensuite, on substitue cette solution dans 1’équation et on recommence le processus. On obtient ainsi une
suite de solutions approchées, qui converge vers la solution exacte :

V9 = X
v] = v+esin(vy) =+ esin(z)
vy = x+esin(vy) =x +esin(z +esinx)

etc.
Cet algorithme, par sa nature iterative, est particulierement adapte a une solution par ordinateur.

Annexe 2 : lois de KEPLER

Théoreme : Si un objet se déplace dans un champ de force central inversement proportionnel au carré de la
distance entre le centre de I'objet et le centre de force, alors la trajectoire suivie par I'objet est une conique.
DEMONSTRATION : La démonstration est basée sur la deuxiéme loi fondamentale de la dynamique de

NEWTON : Z ?em — m7 (inconnue & I’époque de Kepler). On place I'origine du systeme de référence

au centre de force et on utilise les coordonnées polaires.

On note B -
M(t) =r(t)cosO(t)i + r(t)sind(t)j

le vecteur position de 1'objet. Calculons ¢ et ¥ les vecteurs vitesse et accélération, on a :
@ = [/ (t) cos O(t) — r(t)sin ()0 (t)]i + [ (t) sin O(t) 4 r(t) cos (1) (1)]7

et

m = [F"(t)cos O(t) — 2r' () sin O(£)6' (t) — r(t) cos O(t) (0 (t))> — r(t)sin O(£)0” (¢)]i )
+[r"(t) sin O(t) + 20" (t) sin O(£)6 () — r(t) sin O(£) (0 (£))* + r(t) cos O(£)6" (t)]5

relation qui peut s’écrire a 'aide de vecteur radial unitaire : @ = cosfi + sinf; et le vecteur normal

. - U a7 -
unitaire : 7 = — = —sin 0i + cos 0 sous la forme :

A8 = [ (5) — ()0 (6)2)id + [2r' (D)6 (1) + r(0)6" (1))

Comme la seule force en présence est radiale, alors, d’apres la loi fondamental de la mécanique :

@) (1) — (OO0 = —= et (3) 2(0)0(t) + r(H)0" () = 0

r2
. S A4 R T / / 2 " d 2 do
La relation (2) s’écrit en multipliant par r : 2r7/'(¢)0'(t) + r=(¢)8”(t) = 0 ou encore il 0.On en
0
déduit que r2d— = k ou k est une constante ( la deuxiéeme loi de KEPLER, 1609 )
La relation (2) devient donc
d*r k2 K
4 L =
(4) a2 3 r2
1 d 1d d du df
Effectuons le changement de variable u = ot Comme d—? = _ﬁd_z et d—? = d_z o et donc
_Lldr_duk
r2dt  dfr?
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ou encore

dr du

dt -~ T do
&ro_d [_kd_“] _ 4 [_kd_”} ok
dt? dt de de de | dt
_ G Tuk B B d
do? r2 r2 r2 do?’

En remplacant cette expression dans 1’équation (4), nous obtenons I'équation différentielle linéaire d’ordre

2 avec second membre :
d?u N K
— du=—.
do? k2

La solution général de telle équation s’écrit :
. K
u(f) = Asinf + Bcosf + 2

Si nous plagons 1’axe des coordonnées polaires de telle sorte que r(¢) soit minimal lorsque 6 = 0, u()
devrait étre maximal, ce qui donne A = 0 et, puis que v’ (¢) = —B < 0, donc B > 0. Ainsi

k
u(@):BCOSG—I-ﬁ
L = 10 (rg = k—2 e= Bk—z) Cela représente I'équation d’une conique en
K 1+ecost ' K " "K” p d d
BCOSH"FE

coordonnées polaires, d’excentricité e dont 1'un des foyers est I'origine.

etr(f) =

Premiére loi de KEPLER, 1609 : Dans le référentiel héliocentrique ( le centre est le Soleil ), les centres d'inertie
des planetes décrivent des trajectoires elliptiques dont le Soleil occupe I'un des foyers.

En effet, d’apres le théoréeme précédent, les trajectoires sont des coniques et comme les planetes ne
peuvent pas s’éloigner indéfiniment du centre de Soleil, donc il y a une forte "probabilité" pour que les
trajectoires des planetes qui gravitent autour de notre Soleil soient des ellipses. Autrement dit 0 < e < 1.
Exemples :

Terre e = 0,017. Mercure e = 0, 206. Neptune e = 0, 009.

Deuxiéme loi de Kepler : loi des aires, 1609 On désigne par </ 'aire balayée par le vecteur position
pendant l'intervalle de temps.

On sait que :

1 (%
y/://rdrdﬁ:—/ r2do
@ 2 Jo,

Mais comme r2df = kdt, alors

1 [t k
o == | kdt = Z(ty —t1).
2/ 2(2 )

t1

Le vecteur position balaie des aires
égales en des temps égaux.
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Lois de Kepler : lois mathématiques décrivant le mou-
vement des planetes autour du Soleil, formulées par

I'astronome allemand Johannes Kepler au début du c : e
xviie siecle. " .
Johannes Kepler établit ces lois d’apres les coordon- A ® ‘WUM
nées planétaires mesurées a l’astrolabe par Tycho : & ) )& MRS g ) '
Brahé, dont il est l’assistant de 1600 a 1601. Il dé- - \ 4 g IR

VENUS

couvre que les orbites planétaires ne sont pas circu- Ay o
laires, comme le suggerent le systéme de Ptolémée et 3 o
le systeme de Copernic.

Ainsi, d’apres la premiere loi de Kepler (formulée en
1609), les planetes gravitent autour du Soleil en sui- . .
vant des trajectoires elliptiques, ce dernier occupant Premiére loi de KEPLER

I'un des deux foyers de lellipse.

D’apres la seconde loi de Kepler (formulée également en 1609), les aires décrites par le rayon vecteur joignant la
planete au Soleil sont égales pour des intervalles de temps égaux.

Selon la troisieme loi de Kepler (formulée en 1619), pour toute planéte gravitant autour du Soleil, le rapport 1;—3
est constant, a étant le demi-grand axe de I’ellipse correspondant a la trajectoire de I'astre autour du Soleil et 7" la
période orbitale (ou période de révolution) de la planete.

Les lois de Kepler régissent donc le mouvement de la Terre, de la Lune et des planétes, ainsi que celui des
satellites d"un astre quelconque. C’est en s’inspirant des lois de Kepler qu’Isaac Newton découvre les lois de la
gravitation universelle en 1687.

Encarta 2009.
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