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PARIE I. RESULTATS PRELIMINAIRES

1.1 Soit z = = 4 iy un nombre complexe fixé.

1.1.1 On a, pour tout t € RT, [e7*!| = 7. Si z # 0, alors Va > 0, /a e Tt = é(l —e "), siz =0,
le=*!| = 1. Donc la fonction ¢ — e~*! est intégrable sur R si et seoulement si, x = Re(z) > 0.

1.1.2 Soit « un réel non nul. Posons f(t) = cos(yt) pour tout t € IR. Si tEeroo f(t) existe et vaut L, alors
pout toute suite (u,), . tendant vers +oo, la suite de terme général f(u,) converge vers L. Mais
la suite de terme général u, = lmr tend vers +oo, cependant la suite image de terme général

f(un) = (—1)" est divergente, ce qui prouve que f n’a pas de limite en +oc.
De méme on montre que la fonction ¢ — sin(yt) n’admet pas de limite en 400, en conséquence la
fonction t — e~ = cos(yt) — isin(yt) possede une limite que si y = 0.

1.1.3 Pour touta > 0,0n a

“ 1
/ e dt = = (1 — e %)
0

z
e Sizestnonnul, lim |e7%|= lim e " existe et vaut 0 si et seulement si, z > 0.
a—+00 a——+o00
e Siz=0(doncy # Ocarzestnonnul), lim e % = lim e ‘¥ n’existe pas.
a——+00 a——+00

—+00
En conclusion, l'intégrale / e *tdt converge si et seulement si, Re(z) > 0 et dans ce cas
0

—+00
/ e *tdt = 1
0 z
1.2 Soit f € €(R*,C) et 2 € C.

1.2.1 La fonction ¢ — e~*! f(t) étant continue sur IR™, donc sa primitive F' sur R™ est dérivable sur R™
et pour tout z > 0, F’(x) = e~ f(x), et comme z — e~ *°% f(z) est continue F est €' sur R™.
D’autre part, on a liril F(z) existe car la fonction ¢ — e~?°! f(t) a une intégrale convergente, donc

T—>+00

F estbornée sur RT.
1.2.2 F étant bornée sur IR", donc il existe M > 0 tel que Vt € IR, |F(t)| < M. Donc

vt > 0, ‘e_(Z—zo)tF(t)’ < ]we—Re(z—zO)t7

et comme la fonction t — e fe(z=20)¢ egt intégrable sur RT, il est de méme de la fonction t
e~ (z=20)t P (1),



1.2.3 Soit A > 0,ona:

A A
/ eTAf)dt = / e~ Fm20)te =20t £(4) dt
0 0

A
— e R 4 (= — 20) / e~ =20t p(r) at
0
A
= e mAR(A) 4 (2 — 2) / e~ PR dt,  car F(0) =0,
0

On obtient donc par passage a la limite, quand A tend vers +oo, I'égalité demandée ( car F est
bornée ) :

—+o0 —+o0
/ e~ F(t)dt = (2 — 2) / e~ =20 p(p) dt,
0 0

+oo
donc / e ! f(t) dt est bien convergente.
0

1.3 Un lemme de Littlewood

1.3.1 On obtient a 'aide d"une intégration par parties :

[ e —twroar = (s - u+ / ")t

= —(a—1)ay(z /w t)dt
= —(a—1Dz¢'(2) + ¢(az) — Y(z).

D’ou la formule :

vlax) = ¥(a) = (0 = Do (@) + [ (ar =00 (1)t

1.3.2 D’apres ce qui précede, on peut écrire :

/ 1 1 /041’ 1
< - S —
e’ (@) < g (Wlaz)l + [W(@)]) + T— ) (ax — )7 (t) dt
< o s O+ [ (- anlv'o]de
= O 4cf0,2] azx
" 1 1 .
Mais 9" (t) < — pour toutt > Oetsit € [az, 2], 2 < (o) On obtient donc
ax
* " M /x t2 (1 B a)2
- < —_ = _—
/m(t o))t < s [ (owt =G )ar = b
D’oti:
o/ ()] < T sup YD) + 5 M
B te|0,z] 202

1—
1.3.3 Soit ¢ > 0 donné. Il existe oy €]0,1[ tel que SOM < % D’autre part, ¢ est prolongaeble par

Qo
1—0&06

continuité en 0 ( par 0 ), doncil existe n > 0 tel que 0 < z < 7 entraine [(x)| < L'inégalité

(%) qui est vraie pour tout « €]0, 1], entraine |z)’(z)| < € dés que x €]0, 5[, donc lim+ ' (z) = 0.
z—0



2.1 D’apres ce qui précede, la fonction ¢ — e~

PARIE II. EXEMPLES ET PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

(=Mt a une intégrale convergente si et seulement si, Re(z—\) >

0, autrement dit la fonction L( fy)(z) existe si et seulement si, Re(z) > Re(\). Donc L(f)) est définie sur
{z € C/Re(z) > Re(\)}, de plus

+o0o
L(f\)(2) = /0 e~ (=Nt gt — Zj -.

2.2 Abscisse de convergence
Soit £ = {Re(z)/L(f)(z) existe}. La propriété est évidente si E est vide on prend donc o = +o0, si E est
non vide deux cas sont possibles :

Si E est non minoré, on prend o = —oo. Alors L( f) serait définie sur tout le plan complexe.

Si E est minoré, on prend o = inf E. En effet, soit xyp > o et z = z + iy tel que =z > =y, alors la
fonction ¢ — f(t)e™*" & une est intégrale convergente sur |0, +-o0o[ ( d’apres la question 1.2.3), d’ou
€l

On en déduit E = [0, +o0[sio € Fet E =]o,+oo[sio ¢ E.

2.3 Quelques propriétés

2.3.1

232

+oo
D’apres 1.2.3, ona L(f)(z) = (¢ — 20) / e~ (=20t P(¢) dt. La fonction z — z — 2 est continue sur
0

C. La fonction F est de classe ¢ et bornée sur IR" par M. La fonction ¢ : (z,t) — e~ G720 (t) est
continue sur II(o(f)) x RY, et:

|(J5(Z,t)| < Me—(w—mo)t < Me—(a—xo)t

pour tout z tel que Re(z) = x > a > Re(zp) = xp.

La fonction majorante ne dépend pas de z et est intégrable sur RT. Le théoréme de continuité des
intégrales a parametres affirme que L(f) est continue pour tout z tel que Re(z) > a. Donc, puisque
la notion de continuité est une notion locale, L( f) est continue sur II(o(f)).

Toujours d’apres 1.2.3,on a:
+o00
L) = LD +i) = (= 20) [ e 0B (0
0

oL oL
Montrons que f est ¢! sur Qy, pour cela il suffit de montrer que les dérivées partielles 8—f et 8—f
€z Y

existent et sont continues sur 2.
La fonction (x,y) +— 2 — 2 est de classe ¢! sur IR2. Soit maintenant, avec y fixé, la’pplication :

g: (x,t) — e G720 P ()
g est continue sur IR x IR*. Elle admet une dérivée partielle par raport a z et :

0g B
%(l’v t) - —tg(a:, t)

qui est continue sur le méme domaine. De plus :

99

O (.Z',t)‘ < Mte_(l‘—ao)t < Mte—t(a—ao)t
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2.3.3

pour tout z tel que Re(z) = x > a > Re(z) = ag. Cette derniere fonction est intégrable sur R". Le

théoreme de dérivation des intégrales a parametres affirme que L est de dérivable par rapport a

x (cette dérivée partielle étant continue) pour tout z tel que Re(z) > a. Donc, puisque la notion de
Ly

dérivabilité est une notion locale, e existe et est continue sur II(o(f)) et:
oL +oo Foo
a—xf(ac, y) = / e G2 E () dt — (2 — zo)/ te”CGOURE) At (x).
0 0

Soit A > 0 donné,

A
A —(z—20)t
/ e~ (=2 F(t) dt = [—76 F(t)
0

Z — 20 0

_l’_

A
/ e FLf(t) dt
0

En prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient, car /'(0) = 0, Re(z) > Re(zp) et F' majorée
sur R :

Z— 20

/ +ooe_(z_zo)tF(t)dt: ! / +006_th(t)dt (1).
0 0

Z— 20
, ey —(z—z0)t + (Z —z)t+1 —(z—z0)t .
D’autre part, une primitive de t — (z — zp)e 9% surIR™ estt — S — ©". Donc :
— 20
A A
—20)t +1
/ (Z _ Zo)te_(z—zo)tF(t) dt = |:F(t) <_we—(z—z0)t>:|
0 Z— 20 0
A
+ / (Z - ZO)t + 16—(z—zo)te—zotf(t) dt
0 S

Pour les mémes raisons, en prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient :

/ +°°(z — z)e”FTRO P dt = / = Gon)ttl . f@)de (2).
0 0

Z — 20

D’ot, en tenant compte des relations (1) et (2) et de I'égalité (x) :

aLf +00o
— =— te * f(t) dt.
L) == [ e
A . o L OLy
Et de la méme facon, on démontre l'existence et la continuité sur |o(f), +o0o[xIR de 5, 2vec cette
x

L Foo
fois, pour tout (z,y) €lo(f), +0o[XIR, 88—J(x,y) = —z'/ te L f(t) dt.
0

Soit z > o(f). On sait que L(f) est de classe ¢! sur |o(f), +oo] et que :

“+oo
LY@ == [ e 0 dt = <Lt o t7(0)(a).

La fonction ¢ +— ¢ f(t) est un élément de ¢’ (R™, C). La méme démonstration que celle de la question
précédente ol f a été remplacé par ¢t — tf(t) donnera que L(f) est de classe ¢ sur |o(f), +oo] et

que :
“+oo

L(f)'(x) = / e (1) dt.

0

4



Une démonstration par récurrence montre que L(f) est de classe € sur |o(f), +oo] et que pour
toutp € IN:

L@ = 1 [ et a

2.3.4 On sait que pour tout z et z dans o (f), +oo| :

+o0o
L(f)(z) = (z — z0) /0 e~ @ Tt p(¢) dt,

ou F' continue, majorée sur R* par M et F'(0) = 0. Soit € > 0. Par continuité de F, il existe a > 0 tel
quel <z <a=|F(z)| < =

2
On a aussi :

“+o00 6 +0o0o
/ e (1) dt = / e (1) dt + / e TR () dt.
0 0 @

a 1 — e—(z—20)
S el
/0 e F(t)dt'_2< pra— )

+o0 e—alz—z0)
/ e~ @=m) (1) dt‘ <M—.
a Tr — o

Or,sixz > zq:

et

Ainsi : .
L()(@)] < 5+ Memeles)

. oo €
Or pour cet « fixé, liril e~@@=20) — (1l existe donc A > 0 tel que = > A = Me *@=%0) < 5
T—r+00
Finalement, pour 0 > A, il vient |L(f)(z)| < .
D’ou :
lim L(f)(z) = 0.
2.4 Un exemple
t2 1—cost 1 1
241 Onacost=1— 7+ o(t?), donc % =5+ o(1), ainsi la fonction w se prolonge par 5 en 0.
o1 — cost o0 1 — cost
Puisque w se prolonge par continuité en 0, les deux intégrales / — dt et / — dt
0 1
. 1—cost 2 ) T 1 —cost .
sont de méme nature. Or pour tout¢ > 1, 7 < 2 et par conséquent —= dt existe,
1
. T — cost . )
il est de méme de ——— dt. Ceci montre que la transformée de Laplace de w existe en 0, et

t2
0
en tenant compte de la définition de o(w), on a donc nécessairement o(w) < 0.

2.4.2 D’apres I'étude précédente, L(w) admet une dérivée seconde sur |0, +oo[ avec Vo > 0, L(w)"(z) =
+oo
(1 — cost)e " dt.

Les calcules montrent que

+o0o
L(w)"(z) = /0 (1 — cost)e ™ dt — m



1 1
2.4.3 On trouve L(w)' (x) = In(z)— 3 In(14+2?) +aet L(w)(z) = zln(x) — 37 In(142?) —arctan(z)+az+ 3
avec « et 8 sont des réels.

Onsaitque 0 = lim L(w)(z) = lim z <ln

+ a) + [ — arctan(z), donc nécessairement
T—+00 T—>+00

T
V1422

azOetﬁzg.D’oﬁ

L(w)(z) = zIn(z) — %xln(l + 2?) — arctan(z) + g

2.5 Un théoréme de Césaro

2.5.1 h étant continue par morceaux sur [0, 1] donc bornée par un certain M > 0, il est de méme da la
fonction ¢t — h(e™*!) car sit > 0, e~** décrit 'intervalle [0, 1]. Ainsi pour tout ¢ > 0,

= g(t)h(e™™)| < Me™"g(t).

Donc la fonction ¢t — e~ *'g(t)h(e~*") est intégrable sur [0, +o0].

2.5.2 Soit z > 0. Avec le changement de variable u = e, on a:

s = o (2 an

/0+00 e g(t)h(e ™) dt = /01 h(u)g <_ ?u) du.

—Inwu

et

1
D’apres les hypotheses 111%1+ g < > du — 1 = 0. Maintenant pour tout £ € IN, on a
r— 0

x

1 1 —1
Ax(Xk)—/ ubdu = /uk [g( nu)_l] du
0 0 x
1 ! —Int k
= ) -1 = Ft
k+1/0 [g<(k:—|—1)x> }dt avec t =u
Ainsi lim [ Ay(X* Chde) = tm [ —Int 1| dt=0.D
et Jip \S 0= o) = et Jy [ \Ge) 1 4= O Pene

1
lim A (X*) = / tkat,
+ 0

puis on conclut par linéarité de 'opérateur A,.

2.5.3 D’apres le théoréeme de Weierstrass, il existe une suite de polyndmes (F,),, .y qui converge unifor-
mément vers h sur [0, 1]. On a alors pour n € IN :

1
+ /0 (Po(u) — h(u))du

‘Az(h) _ /01 h(u) du

Or

1
< |Aa(h) = Au(Po)| + ‘Ax(Pn) - [ R

+o0o
[Az(h) = Ag(Po)[ < sup [h(u) — Pn(U)!w/ e "g(t)dt = sup |h(u) — Pn(u)lzL(g)(),
u€(0,1] 0 u€l0,1]



donc lin% Ay (h) — AL (P,) = 0. Les autres termes convergent vers 0 d’apres le résultat de la question
T—>

2.5.2 et la convergence uniforme. D’out

lim Ay(h) = /0 1 h(t) dt.

z—0t

2.5.4 Calculons A;(hq) : on a pour tout z > 0,

Au(hy) = /Olg (‘T“) ha (u) du
)

0 —1
= —3:/ g(t)dt, avec t= ne

1 T
x

-

1
= 1
Dot / g(B)dt = LA, ().
0 X

1 a
Ainsi, pour touta > 0, on a o / g(t)dt = A1 (hy) et donc
0 a

=1.

=

Jim 2 [Caar= i = [Tmoat= g
PARIE III. COMPORTEMENT AU VOISINAGE DE L’ORIGINIE

3.1 Soit f € (R, C).
3.1.1 Soit H(z) = /m f(t)dt avec z > 0. H est €' sur [0, +oo[ et admet une limite finie en +oco, donc

0
bornée sur [0,+oo[. Pour tout x > 0, la fonction ¢ — F(t)e”*" est intégrable sur ]0, +oo[ et
. 1121 F(t)e=*" = 0, donc par une intégration par parties, Vz > 0,
— 100

+00 +oo
x/o (F(t) = L()(0))e~dt = [(F(t) —L<f><0)>e‘“"ft]o+°°+/0 f)e "dt

+0o0
_ /0 F(Hye""dt — L(f)(0)
d’ou .
L)@ = L0 = [ (PO = L) dr

3.1.2 On sait que , 1121 F(t) = L(f)(0), donc pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que |F'(t) — L(f)(0)| < ¢
—~00
dés que t > A. D’autre part, pour z > 0,ona:

+00 A
o [T - snoneal < o [0 - Do+
0 0

v [T E0 - o) a

A

+00
/ et dt‘
A

IN

A
x/o (F(t) — L(f)(0))e dt‘ +ex

IN

A
o[- L(f)(O))dt‘ T



+oo
inégalité qui montre que x — :13/ (F(t) — L(f)(0))e~*" dt tend vers 0 en 0%, il est de méme de la

fonction z — L(f)(x) — L(f)(0), 2’est a dire

—+00 +oo

lim e f(t)dt = f(t)dt

z—0t Jo 0

3.2 La fonction t + e répond a la question.
3.3 Théoreme de Tauber
3.3.1 Il existe A > 0 tel que |t f(¢ )] < ldesquex > A, etsoit z € C tel que x = Re(z) > 0. Alors pour tout
t> A,onale ®f(t)] < _ -

+o0o +oo
donc l'intégrale / e~ % f(t) dt existe, il est de méme de I'intégrale / e " f(t)dt (la fonction
A 0

est intégrable sur [A, +o0[, car z > 0,

t — e *L f(t) est continue sur [0, A] ). Donc o(f) < 0.
3.3.2 Soit e > 0 fixé. [l existe A > O telque z > A = [tf(t)| <e.Onadonc:

A a A -
/Itf )| dt = / |tf(t)|dt+é/A|tf(t)|dt§%/o el ae+ =2

1
Mais hm L - / |tf(t)|dt = 0, donc I'inégalité précédente montre que hm — / [tf(t)|dt = 0.

3.3.3 Une étude simple de la fonction u — ¢(u) = u — e~ * + 1, montre que ¢(u) > 0 pour tout u € IR.

3.3.4 Soit a et x des réels strictement positifs, on peut écrire :

—+00

+Oof(t)e‘”dt—/0af(t)dt‘ < /Oa(l—e_“)]f(t)\dtJr/ I (z)|e "t dt

a

0

a +o0
< s /0 HF ()] dt + / F)le at

a e
< o [Ar@las sl

Mais

/a+oof(t)6‘“dt‘ < [Trws

—+o0 —xt
< supltf(t)| /
t>a
1t7(1)] ()
= Su —_—
t>£ ax t>a ax

D’ot I'inégalité demandée :

“+oo

setar= [Cso <o [Cesolaceswlesol

0



. . . 1 .
3.3.5 L'inégalité précédente reste vraie pour a = — ; on obtient donc :
x

/OJFOOf(t)eTtdt—/Oaf(t)dt' /|tf |dt+sup|tf()|

Soit maintenant € > donné. D’apres les données et le résultat de la question 3.3.2, il existe ag > 0 tel

que pour touta > ap,ona:
1 a
o [ herenae<
aJo

sup[£f ()] <

t>a

N ™

et

N ™

Ainsi, pour tout a > ag, on obtient :

+oo

flt)es dt — /Oa 10 dt' <e.

0

a

On en déduit que si lim L(f)(x) = u, alors lim f(®)dt = p.

z—0t a—+o0 Jq

PARIE IV. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE TAUBER DANS LE CAS REEL

4.1 La fonction f; est continue sur IR* ( c’est une fonction de classe ¢! ), donc par opérations les fonctions

f2 et f3 sont continues sur |0, +00].
x

Il existe a; €la, x| tel que fi(z) = / tf(t)dt = zagf(ay), ceci montre que que 1i1101+ fa(x) existe. De
0 r—

méme f3(z) = %fl(ax), donc lim f3(x) existe car 0 < %z .
x z—0t+ x
4.2 pourtoutz > 0ett > 0,0ona|fi(z)] < Mz etdonc |fa(t)e | < Me™*!; donc hr}rl fa(t)e™®t = 0.
z—+00
4.3 L'inégalité précédente | f2(t)e~*!| < Me~*" montre que la fonction ¢ — fo(t)e~*" est intégrable sur [0, +00]
et ceci pour tout z > 0, donc o(f2) < 0.

—:ct —xt

D’autre part, | f3(x)e ™| < ME_— etla fonction ¢ et_2 est intégrable ( par exemple ) sur tout [1, +o0],

donc t — f3(t)e % est 1ntegrable sur [1, 400 et méme sur [0, +oo], car elle est continue sur [0, 1] ( par
prolongment ). Donc o( f3) < 0.

zfi(x) — fi(x)

4.4 On remarque que f, est dérivable est que f5(z) = o

= f(z) — f3(x) et donc une intégration
par parties donne :

o [ p@erta = - [ peeya

— U+ / (£0) - fu(®) e
— f2 (u)e—xu _ —vx / f —:ct dt — / f3 —xt dt
ce qui entraine évidement 1'égalité en question.

Puisque les fonctions t +— fo(t)e ! et t — f3(t)e *! sont intégrables sur [0, +o0], la limite de la quan-
tité a droite ( 1'égalité précédente ) existe lorsque le couple (u,v) tend vers (0,+o00), donc l'intégrale



+oo
/ f(t)e™™" dt existe et ceci pour tout z > 0, par conséquent o(f) < 0. De plus, le passage a la limite
0

entraine :
Vo >0, L(f)(z)=aL(f2)(x) + L(f3)(z).

4.5

4.5.1 D’apres le lemme de Littelwood, il suffit donc de montrer que la fonction = — 22 L(f)"(x) est bornée

+oo
sur |0, +oo[. En effet, pour tout z €]0, +oo[, ona L(f)"(z) = / t2e~® () dt et donc
0

“+oo
2 L(fY"(@)] < sup|t ()| / e dt
t>0 0

+0o0
Or 2?te™ "t dt = [—(at 4+ 1)e"*]F> = 1, donc z — 22L(f)"(x) est bornée, et par conséquent

li%1+03:L( £ (z) = 0.

45.2 Pour toutz > 0,ona

“+oo
tLg)@) = /O e~ (t) dt

= $/0+ooe_xt <1—¥>dt

Rhagg x [T t
= z e P'dt — — tf(t)e "t dt
/0 o[ e

= 1+ %xL(f)’(a:)

Donc 1
lim 2L(g)(z) =1+ — lim zL(f)'(x) = 1.

xz—07F z—0F

1 x
4.5.3 D’apres le théoreme de Césaro, puisque lim zL(g)(z) =1,ona lim — / g(t)dt = 1. Mais
0

z—0t r—+o0o I
é/o g(t)dtzi/o dt—Mix/O FF@) dt = 1 — Mafy(z) = o fa().

Donc Elil xfs(z) = 0.
4.6 On a fo(x) = zf3(x), donc ll)t}rl fa(x) = 0 (d’apres la question 5.4.3 ). Soit donce > 0 et A > 0 tel que
|f2(t)| < e désquet > A. Alors on peut écrire :

ol < | " ety al+|[ e a

A 400
< sup ]fg(t)]/ re vt dt+€/ re "t dt
t€[0,4] 0 A

< sup [fo(t)]Ax +e.
te[0,A]

Cette inégalité montre que lim zL(f2)(z) = 0.
xz—0t

10



4.7 On sait que, d’apres la question 4.4, que Vo > 0, L(f3)(z) = L(f)(z) — xL(f2)(x), donc 1iI(I]l+ L(f3)(x)
r—

existe et vaut 0 ( d’apres les hypotheses 111%1+ L(f)(xz) = 0). Le théoreme de Tauber ( question 3.3 ) assure
T—

+oo
que / f3(t) dt existe et égale a 0, car lim zf3(x) = 0.
0 z—07t

4.8 On a

400 +oo £/ +oo
b= [ swa= [T Ea o+ [T a- nmo)

car f2(0) =0 et xll}l}_loo fa(z) = 0. Donc L(f)(0) = 0.

4.9 Considérons la fonction f définie sur |0, +oo| par t — f(t) = ¢(t) — pe~'. La fonction f vérifie les
conditions suivantes :

e la fonction — tf(t) = t¢(t) — pte™! est bornée sur |0, +ocf,

+00 400 y
e la fonction = — f)e ™ dt = o)t dt —
0 0 x+1

Dongc, d’apres ce qui précede, L(f)(0) existe vaut 0, c’est a direL(¢)(0) existe et vaut .

tend vers 0 lorque x tend vers 0.
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