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Premier exercice

Matrice de Gram et application

1. Pour tout (i, j) € [1,n]? on peut utiliser 'expression du produit scalaire dans la base canonique de R" et
écrire

n
(uilug) = mgimp;.
k=1

On trouve donc le coefficient d’indice (4, j) de la matrice ‘M M, donc G(uy, ..., u,) = ‘MM.

2. 1l est clair que G(uy, ..., u,) est symétrique puisque, pour tout (i,5) € [1,n]? (u;ilu;) = (uj|u;). Soit

€1
2

maintenant X = . un vecteur colonne de taille n. On a
Ty

2
n n
XMMX = (MX)MX => [ > myz; | >0,
i=1 \ j=1

donc G(uy, ..., u,) est positive. Enfin si la famille (u1, ..., u,) est libre la matrice G(uy, ..., u,) est inver-
n

sible, en effet, s’il existe A, ..., A, des scalaires tels que ZAZCi = 0 ( les C; désignent les colonnes

i=1

de G(uy,...,u,) ), alors on aura Z)\j(ui]uj) = (u4 Z)\juj) = 0 et ceci pour tout i € [1,n], donc

j=1 J=1
n
Z/\j’LLj = Oetdonc)\1 = /\2 = ...= )\n =0.
j=1
Conclusion : La matrice symétrique positive G (u1, ..., u, ) est définie si et seulement si, la famille (u1, ..., uy )
est libre.

i
3. (a) On choisit u; = Z ex, on voit bien que (u;|u;) = min(¢, j), donc la matrice A,, est une matrice
k=1
de Gram, comme la famille (uy, ..., u,) est libre, la matrice A,, est définie positive. D’autre part, la
matrice R,, = (r;;)1<i j<n avec r;; = 1 sii < j et 0 sinon vérifie 'R, R,, = A,.
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(b) Le systeme 'R4Z =Y s’écrit :

21 =1
21 + 29 =2
21+ 29 + 23 =3

21+ztztz =4

Donc Z ='(1,1,1,1). Le systtme Ry X =Y s’écrit aussi sous la forme :

T1+To+mT3+1y4 =1

To + x3 + 24 =1
xr3 + T4 =17
T4 =1

dont la solution est X =(0,0,0,1).
Si X une solution de A4 X =Y ou encore de 'R4R4 X =Y, alors R4 X est solution l'équation ‘R4 Z =

Y, donc l'étude précédente assure que X ='(0,0,0,1) est I'unique solution du systéme inversible
AX =Y.

Deuxieme exercice

Résolution de I'équation X* + 3X = A dans .#5(IR)

. La matrice A admet trois valeurs propres réelles et simples a savoir A\; = 10, Ay = 4 et A3 = 0. Donc A est
diagonalisable dans IR et les sous espaces propres de A sont des droites vectorielles.
1
I1 est clair que le sous-espace propre associé a la valeur A; = 10 est engendré par le vecteur [ 0 |, on
0
0
prend par exemple e; ce vecteur. De méme on prend e = | 1 |.Pour A3 = 0, la résolution du systeme
0
0
AX = 0 conduit au sous-espace propre engendré par le vecteur ez = 1
—4

Puisque la matrice est diagonalisable, la famille (e, ez, e3) est une base de IR3. La matrice A de u dans
10 0 0O

cette base est 0 4 0
0 0O

1 0 0 10 0
7 N . . — 1
D’apres le choix de la base, on peut prendre P = [ 0 1 1 pusP'=1{0 1 1
00 —4 00
(a) L'égalité v> + 3v = u n’est autre que la traduction vectorielle de I'égalité matricielle B2 + 3B = A.

(b) u est un polyndme en v, donc u et v commutent. v commute avec u et donc laisse stable les trois
droites propres de u. Ainsi une base de IR? formée de vecteurs propres de u est également une base
de vecteurs propres de v ou encore, alors pour la méme matrice P, V = P~1BP est une matrice
diagonale.



(c) Ona:
B?4+3B=A< PV2P 14+ 3PVP ' = PAP ' & V2413V = A,

ce qui conduit au systéme :

a2+ 3ag = 4,

a2 + 3aq = 10,
a3 + 3as = 0.

On trouve oy € {2, 5}, az € {1, -4} et az € {0,—3}. D'oit les 2° = 8 solutions pour V :

2 00 2
(010)(0
000 0
-5 0 0 -5 0 0 -5 0 0
(0 10)(0 40)(04 0)
0 0 O 0 0 0 0 o 0 -3

Chaque valeur de V donne une valeur pour B: B = PV P!,
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6. Chaque valeur de V donne une solution B de I'équation X? + 3X = A, donc le nombre de solution de
I’équation matricielle est 8.

Probleme
Ftude d’une équation différentielle linéaire d’ordre p

Partie I : Résultats préliminaires

1.1

1.1.1 Si P est un polyndéme de degré inférieure ou égal a n, sa dérive P’ est un polyndome de degré
inférieure ou égal a n — 1, donc est un élément de C,[X], par conséquent C,[X] est stable par
I'opérateur D.

1.1.2 Pour tout k € [0,n], on a D**1(X*) = 0, donc D,, est un endomorphisme nilpotent de C,,[X] ( car
(1,X,X2, ..., X™) est une base de C,,[X] ).

1.1.3 Comme D est nilpotent 0 est la seule valeur propre de D,,, en conséquence pour tout complexe «
non nul, D,, + al, est inversible. L'inverse de D,, + a,, est donnée par la formule :

1/D IR R D, \*
D, +al,) ' == =2 +1, == AL i) I
(O t+at) = (224, %Z:o()<a>

1.2 Soit o un nombre complexe non nul, comme D,, 4 al,, est inversible, alors pour tout polynéme R de
C,[X] de degré n, il existe un unique polynoéme R; € C,[X] tel que (D,, + ol,)(R1) = R ou encore



1.3

R} + aRy = R. Cette égalité montre aussi que deg R = deg(aR; + R}) = deg(R) = n.
D’apres la question 1.(c), on a:

n k
By = (Dutoal) '(R)= -5 (1) <D—> (R)

n k
_ lz(i) R
[0 [0
k=0

1.3.1 D’apres le cours, on sait que I'ensemble de solutions de I'équation différentielle linéaire avec second
membre y’ — Ay = g est un espace affine de dimension 1, donc pour conclure il suffit de montre que
la fonctionY : 2z — G (x)e’\w vérifie cette équation différentielle. En effet, pour tout x € IR, on a:

Y =AY = G'(2)eM + AG(z)e — AG(z)eM = g(a).

En conclusion, les solutions de ¢ — Ay = g sont de la forme

x (/ g(t)e M dt> e T
0

ou k est une constante complexe.

1.3.2 D’apres ce qui précede, la solution générale de y' — Ay = R(x)e’® est de la forme :

x> (/ R(t) dt) N 4+ ke = S(x)eM,
0

T

olt S(z) = / R(t)dt + k.
0
Il est clair que S’(z) = R(x) pour tout z € IR.

1.3.1 D’apres ce qui précede, la solution générale de y' — Ay = R(x)e"* est de la forme :

x </ R(t)elh=Mt dt) et ke
0

D’apres un résultat classique sur les primitives, on sait qu’il existe un polynéme R; et k; € C tels
que / R(t)e Nt dt = Ry (x)e"N* 4 k1. D'ott la solution générale de i — Ay = R(x)el" :
0
z— Ri(z)e’ +ce™, ceC.
En remplacant dans 1'équation différentielle 3 — \y = R(t)e*, on obtient pour tout ¢ € IR,
Ry (t)e" + puRy(t)e! — ARy (t)e = R(t)eM,

d’'ott R} + (1 — \)Ry = R.



2.1

2.2

2.3

24

2.5

Partie II : Expression des solutions de 'équation
différentielle (&)

Casou P = (X —)\)"avec A € Cetn € IN*

Une application f € €*°(IR,C) est solution de 1'équation différentielle (&},) si et seulement si, Yz €
R, a,f"™(z) + ... + a1 f(z) + aof(z) = 0 ou encore si et seulement si, (Z — X\I)"(f) = 0.

D’ou

Ve e R, (7 AIYF)(@) = 30 CE(- 1) FAn R f 0 ) = o
k=0

et donc

IRV Ckyne (kA d"(e " f(x))
Az k n—kyn—k p(k _ k A \n—k g(k _ _
eI L (1) AR ) = 3B (e () = I <,

k=0 k=0
Ainsi e f(x) est un polyndme R de degré inférieure ou égal a n — 1, donc f(z) = R(x)e’?.
Réciproquement; si z +— e~ f(z) est une fonction polynomiale de degré inférieure ou égal a n — 1, alors
veer TEI@)

T = ( et on conclut avec la formule de Bindme.
x

2.2.1 L'endomorphisme Q(Z) est un polyndme en 7 ; donc il commute avec (Z — \I).

2.2.1 Une fonction f € ¢ (IR, C) est solution de (&p) si et seulement si, (2 — \I) o Q(Z)(f) = 0 ou encore
si et seulement si, Q(Z) o (D — X)(f) = Q(2)(f — Af) = 0, ceci est équivalent a dire que [ — \f
est solution de 1’équation différentielle (&7p).

Le résultat est vrai sin = 1; en effet, la solution générale de y/ — Ay = 0 est de la forme = — R(m)e/\x avec
R(z) = 1.

Posons @ = (X —\)"~! de tel sorte que P = (X —\)(Q et supposons que la solution générale de I'equation
différentielle (D — \I)"~1(f) = 0 s’écrit sous la forme z + R(z)e’* out R € C,,_5[X].

Si f est solution de 1'équation (&p), alors f' — Af est solution de (&p), donc il existe R € C,,_2[X] tel
queVz € R, f'(x) — Af(z) = R(x)e’®, et d’apres la question 1.3.2, f est de la forme x + S(x)e’ avec
deg S = deg R+ 1 (car S’ = R ). La propriété est donc démontrée pour 1'ordre n, on conclut par la suite
avec le principe de récurrence.

Un exemple : P, = X? 4+ 2X3 —2X — 1 = (X — 1)(X + 1)3. La solution de 1'équation différentielle
(2 + 1)3(y) = 0 estde la forme x +— R(x)e™® ot R € Co[X]. Maintenant si f est solution de (&p, ), alors
[’ — [ estsolution I'équation différentielle (&y), donc il existe R € Cy[X] tel que f' — f = R(x)e~*, donc
[ estdela forme z — R;(z)e™" + ce® (d’apres 1.3.3 ) avec la relation R} — 2R; = R.

Cas général : D’apreés la question 1.3, le résultat est vrai pour tout polynéme de degré 1, supposons qu’il
est démontré pour tout polyndome de degré inférieure ou égal a n € IN et soit P un polyndome de degré
n + 1. En divisant par son coefficient dominant, on peut supposer P unitaire. On pose P = (X — \)Q

avec @ = [[ (X — A\g)™ ( comme dans la question 2.5 ). Soit maintenant f une solution de (&p), alors
k=1
f/— \f solution de (&y), donc

T

vz €R, f'(x) ~Mf(z) = Ri(z)eM?,

k=1



ot Ry, € Cyp,,—1[X] pour tout k € [1,r]. Deux cas sont possibles :

e lercas:Vk € [1,7], A # A\ (A racine simple de P ) : Une solution particuliere de ' — Ay = Ry (z)e*®
est de la forme f; : z +— Si(z)eM® ot S, est un polyndme de méme degré que Ry. D'apres le

principe de superposition, la solution générale de y/'(z) — \y(z) = Z Ry, (x)e™? est de la forme
k=1

T T
x Z fr(x) + ce?® = Z Sp(x)e? e ceC,
k=1 k=1

e 2eme cas : Jko € [1,7], A = A\, (A racine d’ordre my,, + 1) : La solution de y — \y = Ry, (7)e* est
de la forme = + Sy, (z)e’ ot Sy, est un polyndme tel que Sto = Bk (deg Sk, < my, ). Donc la

solution de ¢/ (x) — \y(x) = Z Rp(2)e™® 4 Ry, e est de la forme,
k#ko

x Z Fr(x) + Sk (2)e = Z Sp(x)eMT 4 Sy, (z)e.
k#ko k#ko
On voit donc que la propriété est bien vérifiée pour le polynéme P.

2.6 D’apres le cours, 'ensemble de solutions de 1'équation différentielle (&p) est un espace vectoriel de di-
mension n = deg P. D’autre part, toute solution de (£p) est combinaison linéaire des éléments de la

T
famille # = | {z + M 2 — 2eM . 2 s 2™ LM} ( d’apres 2.5 ), de plus on peut vérifier que
k=1
T
cette famille est libre et comme card.% = Z my, = deg P, alors .# est une base de (ép) ce qui permet de

k=1
conclure.

2.7 Un autre exemple : La division euclidienne du polyndme P, par (X — 1)3 conduit a la factorisation :
Py = (X —1)3(X —i)%(X + )% Donc les solutions de (&p,) sont de la forme

z = (ax? + bx + )e® + (dz + e)e™ + (fx + g)e™

outa,b,c,d,e, f, g sont des nombres complexes.

Partie III : Application

3.1

3.1.1 Il est clair que g, = nf1 — nfo, donc g, € Ef et comme (1, ...,,) est base, alors on peut trouver

p
des complexes a1 5, ..., oy, , tels que g, = E Ok Pl

k=1
1y _
3.1.2 On a, pour tout z € IR, li_>m gn(z) = ILm (@+ "1) /@) = f’(z), donc la suite de fonctions

(gn)n>1 converge simplement sur IR vers f.



3.2

3.3

3.2.1

3.2.2

3.3.1

3.3.2

3.3.3

Supposons que la fonction z +— d2(a1,x) est identiquement nulle sur IR, alors on aura, pour tout
z € R,
e1(a1) p2(ar)
bo(ay,x) = =0,
D= o) )

pa(a)
p1(a)

En conséquence il existe un réel as tel que d2(a1,a2) # 0 et dans ce cas la matrice Ag(ay,az) est
inversible.

et donc ¢y(z) = @1(x) (car ¢i(a) # 0), donc ¢ et o sont colinéaires, ce qui est absurde.

De méme, supposons que la fonction z +— 6x41(az, ..., ak, x) est identiquement nulle sur IR, alors on
aura, pour tout z € IR,
ei(ar) .. pr(ar) pryi(ar)
pi(az) ... pr(a2) pryi(az)
5k+1(a1, ...,ak,ﬂj) = = 0.
er(ar) - pwlar) orr(ar)
pr(x) o k() e ()

Le développement de ce déterminant par rapport a la derniére ligne conduit a une relation de type
Brp1(x) + ... + Brpr(x) + 0k (at, ..., ax)pr+1(x) =0 (les f; sont des constantes)

et ceci pour tout € IR, donc @i+ € Vect(pr, ..., px) (car dx(aq,...,ar) # 0), ce qui est absurde.
Ainsi il existe un réel ay4 tel que dx11(as, ..., ag, ag+1) # 0.

D’apres la relation (1) on a, pour tout i € [1,p], gn(a;) = or(ai)o n, cette relation se traduit

M*B

k=1

matriciellement par 'égalité Z,, = MY,,.
On sait que la suite de vecteurs colonnes (Z,,),>1 converge vers le vecteur Y de .7, ; (C) de compo-
santes (f'(a1), ..., f'(ap)), et comme Y,, = M ~1Z,, 1a suite (Y,,),>1 converge vers M 'Y, car I'appli-
cation X — M ~1X est continue sur ., 1(C).
Puisque la suite (Y},),>1 converge, alors la suites (a)n>1 converge dans C pour tout k& € [1,p].
Vk € [1,p], onnote ay, = lim oy, ,, donc la relation (1) montre que Vz € R,

n—o0

n—o0

fl(z) = lim gn(x) = > arpr(),
k=1

donc f" € Ey.

3.4 Sih € Ey,alors h est une combinaison linéaire des fonctions dérivables sur IR (les f; sont derivebles dans
IR ), donc h est dérivable sur R et comme précédemment on montre que 2’ € E. Le méme raisonnement
se fait maintenant pour »’ au lieu de h, donc h” = (k') € Ey, une récurrence sur 'ordre de dérivée
permet de conclure, ainsi tous les éléments de £y sont de classe € sur IR, par conséquent E; est un
sous-espace vectoriel de °°(IR, C) qui est évidement stable par 1'opérateur Z.



3.5 D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton D est racine de son polyndme caractéristique P, c’esta direP(D) =
0, en particulier P(D)(f) = 0, donc f est solution de 1’équation différentielle (&p). D’apres le résultat de
la question 2.6, si P = (—1)" H(X — A)™ oun = deg P, f est de forme = — ZRk(m)e_)‘kx avec
k=1 k=1
Ry, € C,,,—1[X] pour tout k € [1,7].

Inversement, si f est de type z — Z Ry(z)e~**2, alors pour tout 7 € Ret tout z € IR, on a :
k=1

fr(x)=flz+71)= ZRk T 4 7)eMTeMT = ZSk e ™M
k=1

o1 Sy, est un polyndme de méme degré que Ry, donc f; prend la méme forme que f, autrement dit,

T

E; = Vect (U {z— Mz zeT :L"mk_le)‘kx}> ,
k=1

c’est un sous-espace vectoriel de ¥*°(IR, C) de dimension finie.



