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Corrigé de I'épreuve de mathématiques I
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A propos de I'unimodularité des zéros d'un polyndome auto-inverse. Extremums

Corrigé par M.TARQI!

Exercice

1. Pour tout (z,y) € [0,1]%,ona (1—/zy)* —(1—2)(1—y) = z+y—2/xy = (VT —/5)* >0,
donc (1 —z)(1 —y) < (1 — /zy)*.

2. Il est clair que f est continue sur [0, 1]2\]{(1,1)}, comme rapport de deux fonctions conti-
nues. De plus l'inégalité précédente montre que V(z,y) € [0, 1]2\[{(1,1)}, |F(z,y)| <
zy(1l — \/zy), donc

lim F(z,y)=0=F(1,1),
L. (z,y) (1,1)
donc F est continue sur [0, 1]2.

3. [0,1]% étant un compact de R?, donc par théoréme de continuité sur les compacts, F' est
bornée sur [0, 1]? et atteint ses bornes.
4. On remarque que V(z,y) € [0,1]?, F(z,y) > 0 = F(1,1) donc ( ;n[f ]QF(:U,y) = 0. De
z,y)€|0,1

plus vz € [0,1], F(z,1) = F(1,z) = F(x,0) = F(0,z) = 0, donc ( %n[fo 2 F(z,y) est
$7y E 7

atteint sur la frontiere du carré [0, 1]2.

5. On voit que F est de classe ¢! sur 'ouvert |0, 1[> comme rapport de deux fonctions de
classe ¢! et V(z,y) €]0,1[%,ona:

oF y(1—y)(1 — 2z + 22y)

%(x,y) - (1 —zy)?

Puisque F' est symétrique, alors

OF (1 —2)(1 - 2y + 29?)
oy ) = (1—ay)?

6. (x0,y0) €]0, 1[> est un point critique si et seulement si (z¢, yo) vérifie le systeme

1—2z+2% =0
1-2y+2y>=0

Ceci implique que xg = yo et donc 1—2x¢+x3 = 0. Les racines de I'équation 1 —2z+23 = 0
“1+V6 L —1-W5 —-1+5

, donc nécessairement zg = 5

~1+/5 —1+\/5>

sont 1,

. D’ott 'unique point

iti de F':
critique de ( 5 5

7. On obtient F'(zg,y0) =

[0, 1]? existe et atteint, donc nécessairement F(zg,y0) = sup F(z,y).
(z.y)€[0,1]?

5vH —11
f2. D’autre part on sait que la borne supérieure de F' sur

1. Veuillez adresser toute remarque, correction ou suggestion a l’auteur : medtarqi@yahoo.fr
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1.1

1.2

1.3

1.4

Probléme

A props de I'unimodularité des zéros d"un polyndme
auto-inverse

Premiere partie :
Résultats préliminaires

On sait que, pour tout z € C tel que |z| < 1, la série géométrique Z 2" converge et que
meN
o0
Z 2" = — Le rayon de convergence est 1.
m=0
et 1 -+
On remarque que — = —. Donc si < 1,alors pour toutt € R, |Be™| < 1,
que que 3 = 75 8] p |Be™"|
donc
,L' [e o] oo
Z 7zt Z IBmefimt'
m=0 m=0
ezt eit 1 w
De méme,ona —— = —— ———— . Par conséquent si > 1,alors |37 1| < 1, et
elit — 6 6 1— 5_16115 q |B| |B |
donc - -
e’ e’ —1 _it\™ e’ —m _imt
B = —— e = —— e
ettt — 5 B (/8 ) B Z ﬂ

e Cas |3] < 1:D’apres la définition, on a :

dz /’27‘(‘ Z'eit '/27r 0 it
= . dt =1 BMe M dt.
/7 z=p Jo et=8 0 mzzo

D’autre part la série de fonctions Z BMe~ ™ converge uniformément sur [0, 27, puisque

m=0

o
vt € [0,27], |fme | < |B|™ et la série Z |B|™ converge. Donc on peut intégrer terme a

m=0

/ dZ Z i Bm /Qﬂ e—imt dt 2Z
= = .
¥ = B m=0 0
i(m41)t

-1
e Cas |3| > 1:Dela méme fagon on montre que la série de fonctions — Z gme= i
m2>0

terme :

converge uniformément sur [0, 27], donc

dz _ i/%r i Bre—imt qp — -1 i gm /27r imi ) gy o
N B 0 m=0 B m=0 0

/dz C(2im sifl<1
,z—B 10 si |B]>1

Dot :
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1.5 Montrons d’abord le résultat suivant : si z et 2’ sont deux nombres complexes tels que

|z 4+ 2| = [2] + ||, avec z # 0, alors il existe & > tel que 2’ = az. En effet, I'égalité
|2+ 2|2 = (|2| +|2/|)? s’écrit encore 22" + 2'Z = 2|z|||, d’ou Re(2'Z) = |z||2'| = |22'|. Donc
ZZ=rcRietszz =722 =rz,douz = ’—22

2

D’autre part, par I'inégalité triangulaire, on a [\v + pw| < [Av| + |pv| = A+ p =1 (x).
Supposons maintenant que |\v + pw| = 1 = |Av| + |pw|, alors d’apres ce qui précede il
existe a > 0 tel que pw = adv.

Si on pose v = ¢ et w = €2, 'égalité précédente montre que ¢! =%2) ¢ R, donc
1 — 62 € 27Z, ce qui implique que w = v, ceci est absurde.

Finalement 1'inégalité () est stricte.

Deuxieme partie :
Deux résultats de localisation des racines d"un polynéme
2.1 Posons, pour chaque k € {1,2,...,7}, P = (X — 2)“Q. Donc
P = op(X = )™ 71Q + (X — 7)™ Q.
On trouve alors

P’ o, +g’
P X-a Q

/
Or zj, nest pas une racine de ), donc % n’admet pas z pour pole et X

Qg .
est la partie
/
polaire de y relative a z;. On reprend le méme raisonnement mais cette fois avec la
/

fraction —.
Q
,
Finalementsi P = a H(X — 25,)%, on trouve
k=1
/ r a
k
P - ; X — Zk

. P'(2) N
Ainsi, pour tout z € C\{z1, 22, ..., 2 }, P02) = Z
2.2 Soit w une racine de P’ qui n’est pas une racine de P.

T
2.2.1 L'égalité de la question 2.1 entraine 0 = Z
k=1
dénominateur par son conjugué, et on prend le conjugué de tout cela. On obtient
I’égalité demandée :

1823

. On multiplie ensuite chaque
w — Zg

r

Z ak(w — Zk) -0
el Uit
2.2.2 Posons, pour chaque k € {1,2,...,7}, A\, = |waikz|2 >0etA=XA+X+...+A.0n
— 2k
obtient alors
YD\
SO

Donc il suffit de prendre ), = %
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2.3 Siw est une racine de P qui n’est pas une racine de P, le résultat est bien démontré dans
la question 2.2.2. Le cas d"une racine multiple w est evident puisque w figure parmi les
racines de P.

24

2.4.1 L'ensemble {21, 22, ..., 2, } étant fini, donc il est fermé et par conséquent C\{z1, 22, ..., 2, }
est un ouvert de C.
P'(z)
P(z)
fonctions continues sur C\{z1, 22, ..., 2n }.

La fonction z — est continue sur C\{z1, 22, ..., 2, } comme rapport de deux

2.4.2 D’apres la question 2.1, on a:

T

X/IJDD’((ZZ))dZ: /wzizzk'

k=1
En changeant le numérotage, on peut supposer |z1| < 1,...,|zs| < 1 et |z541] >
1,...,|zr] > 1. On obtient alors, en utilisant le résultat de la question 1.4,
P(2) : / dz -
[ pot=3 =Y 2in.
/ —
7 P'(2) =172 T AR o

1 P
Dot — / (2) dz = s; c’est nombre de racines de P dont le module est stricte-
2ir ), P'(2)

ment inférieure a 1.
Troisieme partie :
Une condition suffisante d’'unimodularité de zéros d'un
polyndme auto-inverse

3.1 Notons ay, = k —n, k € {0, ..., 2n} les coefficients du polynéme S, k € {0,...,2n}, ona

ok =2n—k—n=n—k=ay,
donc S, est auto-inverse avec € = 1.
3.2 Soit P = kio ar X* un polyndme a coefficients complexes de degré d et ¢ € C*.

3.2.1 Si P est auto-inverse de parametre ¢, alors ay, = eag_, pour tout k € {0,1,...,d}, en
particulier P(0) = eaq # 0 (le coefficient dominant est non nul ).
On a aussi,

A = EQq—k = EQCLd,(d,k) = &ayg.
On obtient donc, pour k£ = d, aq = £2ay, donc €2 et puis |e| = 1.
3.2.2 Si P est auto-inverse de parametre ¢, alors pour tout z € C*,

d

P(z) = Z apz®

k=0
d
= &) g
k=0
d 1
= ez? Zm,zk_d =e2'P ()
k=0 o
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— (1
Réciproquement, soit P un polyndme tel que Vz € C*, P(z) = £2¢P <>, alors on
z

d d
obtient 1’égalité Z apz® = ¢ Z aq—12", comme C* est infini, alors Vk € {0,1,...,d},

k=0 k=0
ar = €aq_k, donc P est auto-inverse de parametre ¢.

3.3 On peut vérifier facilement que P + Q = P + Q et PQ = PQ.
3.4

d
3.4.1 Supposons P = Z ar X" auto-inverse de parametre . Notons by, k € {0,1,...,d+1}

k=0
les coefficients de (X —1)P,ona:

d
(X —1)P=—ap+ Z(ak_l — ak)Xk + adXd+1.
k=1

Donc by = ag, by, = ap—1 — ag, k € {1,2,...,d} et bgy1 = agq, on a donc by = ebgy1,
b, = ag-1 — ag = €(ad—k+1 — @a—k) = €bar1-x k € {1,2,...,d} et bgy1 = aqg = €ag =
Ebo.

Donc (X — 1)P est auto-inverse de parametre .

d
— 1
342 OnaP,(z) = Z appt2" etk € {0,1, ..., d}, app® = epdag_zpud—F (car i = — ) donc
u
k=0
P, est auto-inverse de parametre £/’

,
3.4.3 Posons P = a H(z — z)* ol les racines z; sont de module 1. On a, pour tout

k=1
zeCr:
— (1 o (1 o
d _ ~.d —
z P(z) = az kl:[l<z—zk>
(L)
k1 z Zk
az . o
= . H(zk —2)
24 T 2% k=1
k=1
T
. a ] 2"
Donc P(z) = e2?P (> avece = (—1)4 =L D’apres 3.2.2, P est auto-inverse.
z a

3.4.4 Le polyndme X 2_X -1 répond a la question.

— (1
3.5 Le polyndéme X"(Q <X> est de degré < n, le polyndme X9 "(Q est de degré d, donc

deg R = d.
D’autre part, pour tout z € C*, on a:

'R (i) S (i)an C) ozt (i)n Qz) = e2"Q C) +291Q(2) = R(2).

Donc R est auto-inverse.
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3.6

361 812 € U ona |Qu(2)] = 1+7Q()| = Q) et 0] = [@ (£ )| Mais @ (1) =

Q)| = 1Q(2)] = |Q(2)], donc [Q1(2)] = |Q2(2)].
3.6.2 Supposons qu’il existe A € [0, 1] et z € U tels que Q1(2) + AQ2(2) = 0, donc Q1 (z) =
—AQ2(z) en prenant le module, on obtient |\| = 1, ce qui est absurde.
Donc VA € [0,1], Vz € U, Q1(2) + AQ2(z) # 0.
@Q1(2) +A@5(2)
Q1(2) + AQ2(2)

le théoréme de continuité des fonctions définies par des intégrales, la fonction

(2) + AQ5(2)
p: )\r—>/ z—i—)\ng)dZ

3.6.3 L'application \ —

est bien définie et continue sur [0, 1], donc d’apres

est continue sur [0, 1].
D’apres la question 2.4.2, cette intégrale représente le nombre de racines du poly-
nome Q1 + AQs sur U, donc c’est un entier.

3.6.4 L'image d’un connexe par arcs par une application continue est un connexe par arcs,
comme [0, 1[ est connexe par arcs, donc 1'image est un connexe par arcs, donc 1’ap-
plication est constante sur [0, 1], car elle est & valeurs entiéres.

3.6.5 D’apres ce qui précede VA € [0,1[, ¢(A) = ¢(0), c’est-a-dire Ry et (1 ont le méme
nombre de racines dans U. Q)1 et @ ont les mémes racines, a 'exception de 0, les
racines de () sont de module <1, donc il est de méme pour R).

3.7

3.7.1 1 est un point adhérent a [0, 1], donc il existe une suite (u),, d’éléments de [0, 1[ qui
converge vers 1. La suite (2, )n étant bornée car Vm, |z ,,,| < 1, donc on peut
extraire une sous-suite (2 »,, )m de la suite (2 ,,, )m qui converge vers un z;, comme

m, |2k, | < 1, alors on obtient, par passage a la limite, || < 1.

3.7.2 Pour tout m € Nettout z € C,ona Ry, (z) = Q1(z) + MnQ2(2) = aq H 2= Zk A )-

Lorsque m tend vers l'infini on obtient ’égalité

r

R(z) = Q1(2) + Q2(2) = aq [ [ (= — 2).
k=1
et comme z est quelconque, I'égalité précédente est une égalité entre polyndmes :

R = Q1+Q2—adH — 2k).

k=1

1
3.7.3 On remarque que si z est une racine de R, alors z # 0 ( R(0) # 0 ) et — est aussi une
Z

— (1
racine de R. En effet, on a R(z) = 0 si et seulement si 277 "Q(z) + £2"Q (z) =0

égalité qui s’écrit encore, en prenant le conjugué du tout,
1\"~ (1 N (1
8() Q(l)'f‘() Q<1>:O)
z = z =
z z
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c’est-a-dire R <1> =0.

z

. . R 1
Comme les zj, sont des racines de R, alors il est de méme pour les — et donc, en
2k

1

tenant compte de la question 3.7.2, Vk, " <1 ce qui donc |z;| > 1.
Zk

En conclusion, toutes les racines de R sont de module 1.

Quatrieme partie :
Quelques applications

4.1 Etude des racines du polynéme S,

4.1.1 Ona X"*! — 1 = (X — 1)A,, donc les racines de A,, sont les racines n + 1-iémes de
I"unité a I’exception de 1. Il sont simples et de module 1.

4.1.2 Soit w uneracine de Aj,, alors d’apres la question 2.2.2, w est la barycentre des racines
de A, et comme celles-ci sont de module 1, alors |w| < 1 ( d’apres la question 1.5).

4.1.3 L'ensemble des racines de B,, est formé par 0 et les racines de A}, donc les racines
de B,,, comme celles de A/,, sont toutes de modules strictement inférieure a 1.

414 Ona:

2n n—1 2n
S o= Y (h—n)X = (k—n)X*+ > (k—n)X*
k=0 k=0 k=n+1
n n—1
= X7y UX 4D (k—n)XF
=1 k=0
n—1
= X "B, +> (k—n)X*
k=0

n—1 n—1
nmp 1 n 1 k n—k N
Or X Bn(X>:X kzo(k:—n)X :kzo(k—n)X ,d’ott

— (1
Vz e C*, Sp(z) = 22" "B,(2) + 2"B, (z) .

Donc on peut appliquer les résultats de la troisieme partie, puisque toutes les condi-
tions sont vérifiées, donc les racines de S,, sont toutes de modules 1.

4.2 Une condition nécessaire et suffisante d’'unimodularité des zéros d’'un polynéme

Si toutes les racines de P sont de modules 1, alors P est auto-inverse ( la question 3.4.3),
et on sait que les racines de P’ dans ce cas sont de modules strictement inférieure a 1 (la
question 2.2.2).

Inversement, supposons que P auto-inverse et que les racines de P’ sont de modules

— /1 — 1
strictement inférieure 2 1. OnaVz € C*, P(z) = ez?P () ou encore P(z) = z2¢P <>,
z z

-1 1
) +2— P ()
y4 z
1
> _ g4 2p <>
V4

d’ot1 par dérivation :

-/

P(z) = adzd_1P<
(

= &d'p

W | =N =
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P’ 1 P
VzeC*, P(z) ==z c(lZ) + gzdfl c(iZ)
P'(z)
Donc on peut appliquer le résultat de la partie 3 avec Q = — - les racines de P sont

toutes de module 1.
4.3 Des conditions suffisantes d’unimodularité plus maniables
4.3.1 Supposons d = 2p. On a, pour tout z € C* :

P(z) = Zaz—|— L7 4 zp—i—Zakz

k=p+1

p—1 1 p—Fk a,
— p E E —-p
z : Oak <Z> + 9 akz

k=p+1

p k
2 e B
k=1 & 2 2 k=1
P 1
= &P (;w <z) +a2> +27Q(2)
= 2PQ (i) + Z2p—pQ(2)

Donc pour conclure il suffit de montrer que les racines de ) sont toutes de module
inférieure a 1. En effet, par I’absurde supposons que ) admet une racine z tel que
p—1
ap P _ d _ G k
|z| > 1, donc 5 + Zaerkz = 0 et donc a42” = —— Zap+kz ou encore

2
k=1 k=1

-1 d—k
Z ( ) , puis, par inégalité triangulaire, on obtient :
k=

2zd

lag| < o p’—l—2|ap+k| (xx)

D’autre part, on a par hypothese,

d—1

d—1
jadl > 53 o = 12214 L Z|a|+f Sl =1y Z|a|+ Z|ap+k|
k=1

k=p+1

Mais aj, = eag,_j pour tout k. Donc 'inégalité précédente devient

|ay|
|aa| > p +Z|ap+k|

Cette inégalité est en contradiction avec (xx).

En conclusion, les racines de () sont toutes de module < 1 et par conséquent celles
de P sont de module 1.

Le méme raisonnement se fait pour le cas de d = 2p + 1.
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4.3.2 D’abord on sait que (X — 1)P est auto-inverse ( la question 3.4.1 ), de plus on a

d+1 d
(X -1)P= Z b X* = —ag + Z(ak,1 — ap) X* + ag XL
k=0 k=1
1 1
Comme 3 Z |b| = 3 Z lax—1 — ax| < |agql, alors la condition de la question 4.3.1
k=1 k=1

est vérifie, donc les racines (X — 1)P sont toutes de module inférieure a 1, il est de
méme pour les racines du polynéme P.

4.3.3 Par continuité et compacité, il existe y € U tel que

d—1

d—1
inf Z lax, — vagy1| = Z lag, — pags1].
vel

k=0 k=0

Puisque || = 1 alors si les racines de P, sont de module < 1, il est de méme pour les
racines de P. D’apres 4.3.2, il suffit de montrer le résultat pour le polynéme (X —1)P,
qui est auto-inverse. On a

dt1 d-1
(X -1)F, = Z b X* = —ag + Z(Gk — pagp ) P XF + agpF X
k=0 k=0

Donc le polyndéme (X — 1)P, vérifie la condition de 4.3.2, donc les racines de P, et
par suite celles de P sont toutes de module < 1.
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