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Probléme 1

Partie 1

1.1. Montrons que >4 est un espace vectoriel.
e Premiére méthode :
Y4 est une partie de Despace vectoriel réel (M, ;(R))®+ des applications de Ry vers M, ;(R),
donc il suffit de prouver que X4 est un sous-espace vectoriel de (M,, ;(R))%+.
) X4 #£0
En effet la fonction nulle © : Ry — M, 1(R), ¢ — 0 est un élément de ¥4 puisque O est deux fois
dérivable sur R, et :
Vie R, 0"(t)=0= A(t)O(t).

ii) Stabilité par combinaison linéaire :
Soit F;G € Xy et A € Ralors A\F'+ G € X4 car AF + G est deux fois dérivable sur R, et pour
tout t € Ry, on a:

(AF +G)'(1)

AF"(t) + G"(t)

= M)F(t) + A(t)G(t)
= A@)(\F(t) + G(t))
= A@t) (A\F+G)(t)).

e Deuxiéme méthode :

On note D*(R,, M,,1(R) I'espace vectoriel des applications de R, vers M,,;(R) deux fois déri-
vables sur R. Soit T : D*(Ry, M, 1(R)) = M, 1(R)¥", F s T(F) avec :

Vie R, T(F)(t)=F"(t) — A(t)F(t).

Alors T est une application linéaire car pour tout F,G € D*(R,, M, 1(R)) et X € R, on a pour
tout t € R, :

TAF+G)(t) = (A\F+GQ)"(t)—ARt)(\F + G)(¢)
AE"(t) = A F(1) + (G"(t) — A()G(1))
= AT(F)(t) + T(G)(t) = \T(F) + T(G))(t),
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ce qui veut dire : T(A\F + G) = \T'(F) + T(G).
Ona: Xy =kerT car 4 C D*(R,, M,,1(R)) et, pour tout ' € D*(R,, M, 1(R)), on a

FekerT & T(F)=0

& YteR,T(F)(t)=0

& VieRy, F'(t)— At)F(t) =0
& Ve R, F'(t) = A@)F(t)
& Feda.

donc X4 est un sous-espace vectoriel de D*(R,, M,, 1(R)), en particulier 34 est un espace vectoriel
sur R.

1.2.
1.2.1.
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Ainsi rp€EXpe Fed,.

1.2.2.
e ® linéaire : Soit F,G € ¥4 et A € R, alors :

DOF +G) = ( A G )

(AF +G)
I ApYIENe
N AN+ G

(£):(8)

= AO(F) + 0(G)

o ¢ injectif : Soit I € ker & alors ®(F) = xp = 0, donc ( ]]j, ) = (8),donc F=F =0,en

particulier, F' = 0. Donc ® est injectif.
e & surjectif : Soit y € Xp alors y est une solution du systéme différentiel 2’ = B(t)z. Posons

y = ( g ) avec F,G € M,,1(R)®+, donc F' et G sont dérivables sur R, et :

F'\N (0 IL\(F
G") \Alt) 0 G )’
donc F' = G et G’ = A(t)F, cela donne en particulier /' deux fois dérivable et F = A(t)F donc

F
FEEAety:<F,>:<I>(F).



Ainsi, IF € ¥4,y = 2p = O(F) donc P est surjectif.
Conclusion : ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

1.2.3. L’application B : Ry — My (R) est continue. D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz
linéaire dim ¥ 5 = dim(May, ;1 (R) = 2n. Comme ¥4 et X5 sont isomorphes, on a dim ¥4 = 2n.

1.3.

Soit yo = < Z; ) alors yp € Mo, 1(R).
e Existence : Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une et une seule solution z € ¥p tel
. _ F v F(s)
_ _ -1 N _ _
que x(s) = yo. Soit ' = &~ !(z) , donc & = zp = ( I ), alors ( w ) = x(s) = ( F(s) ) de
sorte que F(s) = v et F'(s) = w. On a donc trouvé F' € ¥4 tel que F(s) =v et F'(s) = w.
g, est un élément de X

qui vérifie z¢(s) = yo. Par unicité (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) on a ¢ = = donc G = F.

e Unicité : soit G € X4 tel que G(s) = v et G'(s) = w, alors z¢ =

Partie 11

2.1.

2.1.1.

Pour tout ¢t € Ry, on a : f(t) = (F(t),F(t)). F est deux fois dérivable sur R, et I'application
(z,y) — (x,y) est bilinéaire continue sur (M, (R))?, donc par composition, f est deux fois

(t) = 2(F(t), I (1))
Jr(t) = 2(F (1), F(t )>+2HF’(¢)H2
a aussi, pour tout ¢ € R, f(t) = 2(A()F(t), F(1)) + 2 | F'(t)|

dérivable sur R, et pour tout ¢t € Ry, { . Comme F € ¥4, on

2.1.2.
On sait par hypothése que (A(¢)F(t), F'(t)) > 0 pour tout ¢t € R, donc, compte tenu de I'expression
ci-dessus de f”(z), on a : f” > 0 sur Ry et par suite f est convexe.

2.2,
2.2.1.
Soit t € [t1,ts], alors il existe 7 € [0,1] tel que ¢ = (1 — 7)t; + 7t alors, et compte tenu de
f(t1) = f(ta) =0, 0n a:
0<f(t) < (T =7)f(tr) +7f(t2) =0

ce qui donne f(t) = 0.

2.2.2. On a F = 0 sur [ty,ts], donc F/ = 0 sur [tq,t5] donc en posant s =t; on a :

rr(s) = ( 5,((?) ) =0

Il en découle que xr est une solution du probléme de Cauchy :

¥ = B(t)x
(%) { z(s) =0

Or la fonction nulle est une solution de (¢’). Par unicité de la solution de (%) on a zr = 0, donc
®(F) =0, donc F' = 0, puisque P est injectif.



2.3. Dans tout ce qui suit on notera f, = ||F,||>. On va proposer deux méthodes pour répondre &
cette question.

e Premiére méthode :

La tangente au graphe de f, en 0 est au dessous de ce graphe, donc Vt € Ry, f,(t) > f/(0)t+ f,(0)
or 1(0) = 2(E,(0), F1(0)) = lolP> > 0 et £,(0) = [v]]* done ¥t € Ry, fy(¢) = o]t + Ju]]* avec

. 2 2 [ . o _ . : —
tginoo |v]|*t + ||v]|” = +o0, d’ou tggloofv(t) = +00, et comme ||F,|| = v/f,, on a : tginoo |1F,(8)] =
+00

e Deuxiéme méthode :

On a f/(0) = (F,(0), F'(0)) = |lv||*>. Comme v # 0, on a alors f/(0) > 0. Par ailleurs, f/ est
croissante sur R, car f, > 0 alors : Vt € Ry, f'(t) > f/(0) = |[v||* > 0. Comme f, est convexe
sur R, 'application ¢ : t M est croissante sur R, en particulier on a pour tout t > 1 :
©(t) > (1), or (1) = f,(1) = f,(0). Posons A = f,(1) — f,(0) et montrons que A > 0 : Par le
théoréme des accroissements finis il existe ¢ €]0, 1] tel que A = f/(c) et on sait que f] > 0 sur R.
Ainsi :

vi>1, fi(t) > At + £,(0)

tgfrnoo(At + fu(0)) = 400, on a tEeroofv(t) = 400 et comme ||F,|| = +/f,, on a :

im |7, ()] = +oc

et comme

2.4.
2.4.1. I’application W est linéaire car si F;G € X4 et A\, u € R alors :

VO + G) = (AF + G)(0), (AF + G) (b)) = MF(0), F(b)) + (G(0), G(b)) = NU(F) + (G

e Montrons que U est injective : Si F' € ker W alors F' € ¥4 et F'(0) = F(b) = 0. D’aprés le résultat
de la question 2.2. appliqué a t; =0 et to = b (on a bien 0 =¢; <ty =b),on a F = 0.

e Comme dim¥, = dim (M,,1(R) x M,,1(R)) (= 2n), l'applications linéaire ¥ est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels.

2.4.2. Avant de montrer que .||, est une norme, remarquons' tout d’abord que |||, est & valeurs
dans R,.

Démontrons ensuite que ||.||, vérifie les axiomes d’une norme :

e Soit F' € ¥4 tel que ||F||, = 0 alors || F(0)||+ | F(b)|| =0, donc ||[F(0)]| = || F
F(0) = F(b) = 0. En appliquant le résultat de la question 2.2. pour (t1,%2) = (
on a F' est nulle sur R, .

ePour tout \e Ret '€ Y4, 0n a:

(b)]] = 0, c’est-a-dire
0,b) (puisque 0 < b),

IAE, = IE)O)] + [[AF) D)

= ARO[+ IAE@)]]
ALAEOI + 1E@)) - (homogenéité pour |[.[})
IATE, -

1. En fait une application v : £ — R d’un espace vectoriel F vers R vérifiant I’homogénéité et 'inégalité
triangulaire est nécessairement a valeurs dans R . En effet, si c’est le cas alors :
- D’aprés 'homogeénéité, v(0) = v(0.0) = 0.v(0) = 0.
- Pour tout = € E, on a par I'inégalité triangulaire : 0 = v(0) = v(z—2) < v(z)+v(—2z) = 2v(z) (on a v(—z) = v(x)
par homogeénéité). Donc v(x) > 0.



e Pour tout F,G € ¥4, on a:

IF+Gll, = [(F+G&)O)+I[[(F+G)0b)
= [[F(0) + GO)[| + [[F'(b) + G(b)]]
< ||IFO)|| 4+ [|GO)]| + IF®)]| + ||Gb)|| (inégalité triangulaire pour ||.||)
(EO) =+ [F@)) + (IGO) [+ [GO)])
= [[Fll, +[IG1l, -

Donc [|.||, est bien une norme sur 4.

2.4.3. Remarquons d’abord que ||.||. , est bien définie car toute fonction F' élément de X4 est
continue sur le compact [0,5] donc F est bornée sur [0, b].

e Séparation : Soit F' € X4 tel que [[F||, = 0. Puisque V¢ € [0,b], 0 < [|[Ft)|| < [|[F|,, =0
alors Vt € [0,b], F((t) = 0; en particulier on a F'(0) = F'(b) = 0 et 0 < b. Donc par la question 2.2
on conclut que F' = 0.

e Homogénéité : Soit F' € 34 et A € R. On suppose a présent que A # 0. Pour tout ¢ € [0,b], on
o HIOE)D] = IFWI < M sip [P = gy, L en ésnlte, que :

00,b?

A s < IATTE @)l - (1)
En appliquant (1) & F} = AF et A\ = %, on obtient :
L0 <R ©)
Y o — ’)\‘ 00,b
Combinant (1) et (2), on obtient |AF|,,, = |A[[|F],, valable aussi pour A = 0. Ainsi on a :
VAER,VEF € X, [|AF |y = A Fll oo
e [négalité triangulaire : Soit F, G € X4, alors comme ||.|| est une norme sur M, ;(R), on a :

vt € (0,0, [[F(t) + GO < [[F@ON + 1GOOI < [|1Fllep + 11Gll s
Par passage au sup, on obtient :
||F+ GHoo,b < ”FHoo,b + ||GHoo,b
Conclusion : ||.[|,, est une norme sur ¥,.

2.4.4. Comme >4 est un espace vectoriel réel de dimension finie, toutes les normes de ¥4 sont
équivalentes en particulier les deux normes ci-dessus sont équivalentes.

Partie I11

3.1.
3.1.1. Comme ¢,,, € X4, on a vu dans la question 2.1.2. que si on considere la fonction g définie
par g(t) = ||gm7a||2 pour tout t € Ry, alors ¢’ > 0 et par suite ¢’ est croissante sur R™. Or

g'(m) = 2(gm.a(m), g, .(m)) = 2(0,g,.(m)) = 0, donc g" < 0 et g est décroissante sur R,.
Comme g et ||gm.q|| ont la méme monotonie, alors ||gm o est elle aussi décroissante sur R
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3.1.2. On a ||gmall; = l19m.a(0)]] + |gma(1)||. D’aprés la question 3.1.1, t — ||gm.a(t)] est dé-
croissante sur [0,m]. Comme 1 < m, on a donc : ||gm.q(1)|| < |gm(0)|| = |lal/, ce qui donne :
|gm.all, < 2|lall et montre que la suite (gim,qa)m>1 est bornée dans I'espace vectoriel normé (X4, [|.|,)-

3.1.3. (X4, ||.|l;) est un espace vectoriel normé de dimension finie et (g, o)m>1 €st une suite bornée
d’éléments de X 4. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (gg(m)ﬁa)mzl
qui converge dans (X4, ||.||,) vers un élément g,. Soulignons qu’en particulier, g, € ¥4, ce qui veut
dire que g, est une solution de I"équation différentielle (1).

3.2.
On conserve les notations de la question 3.1. précédente.

3.2.1. Soit K un compact de R, il existe b > 0 tel que K C [0,b]. D’apreés la question 2.4.4., on
dispose des normes |||, et ||.||; sur 4 et elles sont équivalentes car >4 est de dimension finie.
Comme K C [0,b], on a :

() s || goma(t) = Ga(®)]| < [|gotmya — gal
teK

Par ailleurs ||.[|; et [.||.,, étant équivalentes et (gy(m)a)m>1 converge vers g, pour |.||;, cette
convergence a lieu pour |||, ;. Donc, par (x) ci-dessus, on a :

lim sup Hgo(m)7a(t) - ga(t)H =0

m—-+00 teK

Par conséquent, la suite (gg(m)@)mzl converge uniformément sur K vers g,.

3.2.2. Puisque (go(m),a(0))men- converge uniformément vers g, sur tout compact de R, elle

converge simplement vers g, sur R, donc : hIJIrl Jo(m),a(0) = ga(0), et comme Vm € N*, g,(),a(0) =
m——+00

a,ona: g,(0)=a.

L’application ||g,|| est décroissante; en effet soit t1,t5 € Ry tel que t; < t5. 1l existe my € N* tel
que ta < mg. Pour tout m > mg on a donc t,ts € [0,0(m)] = I,,. On sait d’aprés la question
3.1.1. que ‘gg(m)ﬂH est décroissante sur I,,, par suite : Hgg(m),a(b)” < Hgg(m),a(zﬁl)H, et par passage
a la limite, quand m — 400, on obtient ||g,(t2)|| < ||ga(t1)]|, ce qui montre que g, est décroissante
sur R.

3.2.3. On sait déja que g, est une solution de 1’équation différentielle (1), puisque g, € ¥4 d’aprés
la question 3.1.3. Il reste & démontrer qu’elle est bornée. Or on a ||g,| est décroissante sur R,
donc :

VteR,  ga®)ll < llga(0)]l = llall

Donc g, est une solution bornée de 1’équation différentielle (1).

3.3. Toutes les notations sont conservées.

n
3.3.1. Soit ¢ = Y ®ige, € ¥1. Remarquons qu’effectivement g € ¥4 comme le dit 1’énoncé car
i=1
pour tout i € [1,n], g, € X 4. De plus, pour tout ¢ € [1,n], g., est bornée car e; # 0. Donc g est
bornée. On conclut alors que tout élément de 3J; est une solution bornée de I’équation différentielle

(1)

3.3.2. 1l suffit de montrer que la famille (g.,, -, ge,) est libre car c’est une famille génératrice

de ¥;. Soit alors ag, -+ ,a, € R tel que > a;g., = 0 alors > @;g.,(0) = 0 = > «e;, donc
i=1 i=1 i=1

a; = -+ = a, = 0 par liberté de (e, ,e,).



3.3.3. Soit T': M, 1 (R) = X4,v — T(v) = F,
Montrons que 7T est linéaire, pour cela soit v,w € M, 1(R) et A € R.
Ona: \F,+ F, € ¥4 et (AF, + F,)(0) = (AF, + F,)' (0) = Av + w, donc par définition

>\Fv+Fw:F)\v+w

Ainsi on a :

T(A+w)=AT(v)+T(w)
On a Im(7T) = Xs.
T est injective car si v € ker T, cela veut dire que T'(v) = F,, = 0 donc F,(0) = 0. Or F,(0) = v
d’ot v = 0.
Il découle de tout ce qui précéde que Yo est un sous-espace vectoriel de ¥4 isomorphe a M,, 1 (R).
En particulier on a dim Yy = n.
3.3.4. Comme dim ¥; + dim >y = dim X4, il suffit de prouver que 3; N ¥y = {0}. Pour cela soit
g € X1 N Yy, alors il existe v € M,, 1(R) tel que g = F, et g est bornée. D’aprés la question 2.3, on
a v = 0 car sinon ||g|| aurait une limite infinie en 400, ce qui contredit qu’elle est bornée. Donc
v = 0 et par suite g = Fy = 0. Donc :

EAle@EQ.

3.3.5. Comme 3; est un sous-espace vectoriel de X 4 de dimension finie, il est fermé dans >4 donc

Y4\ est un ouvert de X 4.

e Densité : Soit ¢ € 34 : On va montrer qu’ il existe une suite (¢,),>1 d’éléments de Q = ¥ 4\¥,

tel que v, — ¢ dans (X4, ||.||;) (toutes le normes sur ¥; étant équivalentes, n'importe quelle autre

norme sur Y4 convient).

Si ¢ € Q) la suite constante définie par : ¢, = ¢, pour tout p € N*, convient.

Si o & Q alors ¢ € X. CommeEl#ZA (n <2ncarneN"), onaQ#(Z), soit alors w € €. Soit

(1p)p>1 la suite définie par ¢, = ¢ + w pour tout p € N*, alors :

- Pour tout p € N*, on a ¢, € Q. En effet s’il existe p € N* tel que v, ¢ Q alors 1, € 3 donc
=p(, — ) € 21, ce qui contredit le fait que w € Q.

- Pour tout p € N*, on a: ||, — ¢ll; = 3 [lwll;, done [y, —¢l, — 0.

Il résulte de cette étude que tout élément ¢ de X4 est limite d’une suite (1,),>1 a valeurs dans
Q=3%4\%; . Donc ¥4\X; est dense dans X 4.

e Soit F' une solution de (1) .

- Si F' € ¥ alors d’aprés la question 3.3.1. on a F' est bornée.

-Si F € ¥4\ alors F = G1 + Gy avec Gy € ¥ et Gy € ¥y non nulle donc Gq s'écrit Gy = F,
avec v # 0. D’apreés la question 2.3. on a l1£rn |Ga(t)|| = +o0. Pour tout ¢t € Ry, on a:

IE@N = 1G1({t) + G2(0)| = [Go (] = |G (D] = [[Go ()| = M
ou M = sup ||G1(t)]| qui existe puisque G; € ¥4, donc G est bornée sur R .
teR4
On a lim ([ Ga(0)] M) = +o0, done lim (| (1)] = +oc.

Probléme 11

Partie I : Fonctions harmoniques sur le graphe Z?

4.1.Soit k € Z. Ona : V(k) ={¢ € Z/||¢ — k|, = 1}. Or pour tout £ € Z, on a |{ — k||, = | — k|,
donc [l —kl1=1<l—kl=1({l—-k=1 ou (—-k=-1){l=k+1 ou (=k—-1),
donc : V(k) ={k — 1,k + 1}. Ainsi, I(Z) = Z.



Soit f : Z — R alors, compte tenu de V' (k) = {k + 1,k — 1} obtenue ci-dessus pour tout k € Z et
la définition de f harmonique , on a :
1
f harmonique sur Z < VK € Z, f(K)= §(f(k:' + 1)+ f(K —1))
o VK €Z, (K +1)=2f(K) — f(k' — 1)
o VkeZ f(k+2)=2f(k+1)— f(k) ()

(%) étant justifié par le changement de variable bijectif : k = k' + 1.
Conclusion : Une applications f : Z — R est harmonique si et seulement si elle vérifie :

VkeZ, flk+2)=2f(k+1)— f(k) (3)

4.2. Structure d’espace vectoriel : Notons & ’ensemble des applications harmoniques sur Z.
& est un sous espace vectoriel de R” car :

e la fonction nulle est harmonique puisqu’elle vérifie (3)

e Soit f,g € & et A € R alors pour tout k € Z, on a :

Af+9)(k+2) = Af(k+2)+g(k+2)
= A2f(k+1) = f(k) +29(k + 1) — g(k)
= 2Nf+g)(k+1) — (\f +g)(k)

Ce qui prouve que \f +g € &
Dimension de & :
Soit f € & alors pour tout k € Z, on a :

fl+2) = f(k+1) = f(k+1) = f(k)

donc I'application
kE— f(k+1)— f(k)

est constante de valeur a = f(1) — f(0) de sorte que
VkeZ, flk+1)—f(k)=a

Si p, q sont deux entiers relatifs tel que p < ¢, on a en sommant de p a ¢ :

q

S fk+1) = f(k)=((g—p) +Da= flg+1) = f(p).

k=p
En particulier si n € N*, pour (p,q) = (0,n — 1) il vient :
f(n) = f(0) +an
et pour (p,q) = (—n,—1) il vient :
f(0) = f(=n) = —na,

donc
Vk e Z*, f(k) = ak + f(0)

Egalité valable si k = 0 donc finalement :

Vk € Z, f(k) = ak + b, avec { aff(é)—f(()) :
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Pour tout (a,b) € R?, notons f,; I'application de Z vers R définie par Vk € Z, f,,(k) = ak + b.
Réciproquement,pour tout (a,b) € R?, I'application f,; vérifie : fo5(k+2)—2f, 5(k+1)+ fas(k) = 0,
pour tout k € Z, donc f,;, € &. Ainsi , on a montré que :

&= {fa,b/(aa b) S R2}

Remarquons que pour tout (a,b) € R? on a f,;, = afio+ bfo1, de sorte que la famille Z =
(f1.0, fo1) est une famille génératrice de &.

Par ailleurs, la famille # est libre car si Afio+ pfor = 0 (A, u € R) alors en appliquant a 0 et 1
on obtient A = p = 0. Il en découle que A est une base de & et que par conséquent, dim & = 2.
4.3. On a, pour tout k € Z*, k € I(Z*) < V (k) C Z*, or V(k) = {k — 1,k + 1}, il en découle que

I(Z)=72"\{-1,1} =Z\{-1,0,1}.

Notons &’ 'ensemble des fonctions f : Z* — R harmoniques sur I(Z*). Une application f : Z* — R
est harmonique sur I(Z*) si et seulement si :

f(n+2)=2f(n+1)+ f(n)
f(=n—=2)=2f(-n—1) = f(-n)

Comme a la question précédente, on a :

Vn € N* {

i >
El(a,,b,a/’b/)ERZL’Vkez* f(k):{ ak"—b S1 ]C_l

dk+V si k< -1 (4)

Réciproquement, une application f : Z* — R définie selon (4) ci-dessus est harmonique sur I(Z*)
(en effet les restrictions respectives a Z% et Z* coincident avec les restrictions d’applications
harmoniques sur Z.)

Notons f, 4. la fonction définie selon (4). On voit que :

(a,b,a’ ') = AJ(1,0,0,0) (0,1,0,0) T @ J(0,0,1,0) (0,0,0,1)
f f +bf, +adf + V',

De sorte que . = (f(1707070), f0,1,00)5 f(0,0,1,0)5 f(070,071)) est une famille génératrice de &”. La famille
Z est libre car si pour o, 8,0/, € R, on a :

o f1,000 + Bfo1,00 + & foo1,0 + B fooeo1n =0

alors Vk € N*, ak + 8 = 0 ce qui donne a« = 8 = 0 et Vk € N*, —a’k + 8 = 0 ce qui donne

o =4 =0.
Il en découle que % est une base de &’ et que dim &' = 4.
4.4.

4.4.1. Pour tout ¢ € V(k), on a :

f0) < Y fG@) (car f>0)

1€V (k)
< 2df(k) (car f est harmonique )

4.4.2. On va raisonner par récurrence sur n = ||k — /|
Démarrage : Sin = 0 alors £ = k et la relation demandée est vérifiée (on a méme une égalité).
Hérédité : Soit n € N tel que la propriété a prouver est vraie pour n. Soit £, k € Z¢ tel que

—k|li=n+1 (%).



d
Posons ¢ = (‘gi)lgigd et k= (ki)1§i§d7 donc ||€ — k“l = Z |€z — k2| Comme ||€ — k‘”l =n+1 Z 1il
i=1

existe j € [1,d] tel que |¢; — k;| > 1.
Considérons ¢/ = ¢ —sign({; — k;)e[j]. Ainsi si on pose ¢’ = (£})1<i<q alors pour tout i € [1,d], on
a:l, = b Sl.z#j S
l; —sign(l; —k;) si i=]j
On a ||! — k||, = n, en effet :

d
1€ = Kl = 1€, = Kyl + > 16— Kil.

=1
i#]

d
(On convient que la somme : Y |¢; — k;| vaut 0 dans le cas particulier de d = 1).

=1
i#]
Remarquons que, compte tenu de Vt € Z*,t = sign(t)|t| et du fait que [¢; — k;| > 1 :
|6 = Kil = 16— k; — sign(¢; — kj)
= Isign(f; — k) (|65 — k| = 1)
Il en découle que [[¢/ — k|, =|[{ —k]1 —1=(n+1)—1=n.

Il est aisé de remarquer aussi que |[¢/ — ¢]|; = 1.
En appliquant 'hypothése de récurrence, on a :

FO) < @VHIF(R) - (xo0)
Puisque ||¢ — ¢'||; = 1, donc d’apreés la question précédente, on a :
F0) < 2f(8) (xx0)
Combinant (x*) et (%% *) il vient :
F(0) < (2a)1“ M p (k)

et comme ||¢' — k|1 + 1 = ||¢ — kl|1,0n a finalement :

F(6) < )M f (k)

4.4.3. Si on suppose qu’il existe k € Z¢ tel que f(k) = 0, alors en appliquant le résultat de la
question précédente, on a :
VeeZt f(6)<0

Comme, en plus f est supposée positive, on a f(£) = 0,V/ € Z%, ce qui prouve que f = 0.
4.4.4. Supposons que f n’est pas nulle, alors d’aprés la question ci-dessus, on a Vk € Z4,  f(k) > 0
Appliquant la question 4.4.2. on a pour k, /¢ € Z¢ :

(1) In(f(6)) < [[€ = Klly In(2d) + In(f(k))
ce qui fournit :

(2)  W(f(6)) = In(f(k)) < [[€ — K[|y In(2d)
Par symétrie des roles, on a aussi :

(2)" In(f(0)) = In(f(k)) < [I€ — K[} In(2d)

Il en découle que :

[ n(f(6)) = n(f (k)| < [|€ = K[|y In(2d)
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Partie II : Un résultat de LIOUVILLE dans le cadre discret
5.1. On se donne une application g : Z¢ — R tel que :
3(a,b) € [0, +00f?, Vk € Z%, g(k)| < exp(al|K]l +b). (5)

5.1.1. Montrons que :
Vn €N, [g(Y,)| < exp(an +b) (6)

La variable aléatoire Y;, étant a valeurs dans Z¢, on a en vertu de (5) :
Vi e N, g(Ya)| < exp(al[Yall +b)

Donc, pour avoir (6), il suffit qu’on montre que :

vneN, [Yalh<n (7)

On a pour tout 7 € N :
Yigs — Yi = sign(X)el| X,

On suppose que n > 1. Par sommation de 0 & n — 1, et compte tenu de Yy = 0, on obtient :

Y, = Z&gn Ye[| X;]

Comme sign est a valeurs dans {—1,1} et que les vecteurs e[| X;|] sont tous de norme 1, on a par
l'inégalité triangulaire : ||Y,, ||y < n; inégalité valable si n = 0; ce qui achéve la preuve.
5.1.2. Puisque U(2) = N, on a d’aprés la question précédente :

l9(Yu)| < exp(al +b) (8)

Considérons la variable aléatoire réelle V' = exp(aU + b). Puisque U admet une espérance, alors
par le théoréme de transfert appliqué a la fonction ¢ — exp(at 4 b), il suffit que la série :

Z P(U = n)exp(an + b)

converge absolument pour que V admette une espérance , auquel cas E(V) est la somme de
cette série. Or le terme général de la série en question est V, = exp(—/\)% exp(an + b), donc

a\n +m
Vp = exp(b — )\)% de sorte que V,, > 0 et >V, = exp(b— A) exp(Ae?) = exp(b+ A(e® — 1)),

n=0
donc V' admet une espérance et E(V) = exp(b + A(e® — 1)). En vertu de (8) ci-dessus, on déduit
que la variable aléatoire réelle |g(Yy )| admet une espérance et que :

E(lg(Yo)]) < exp(b+ A(e” —1)).

5.1.3. e L’existence de I'espérance de la variable aléatoire g(Yy)?
De l'inégalité (8) ci-dessus, on déduit aussi :

0 < g(Yy)? < exp(2aU + 2b) 9)

En posant @' = 2a et b’ = 2b, le procédé utilisé ci-dessus permet de déduire que la variable
aléatoire g(Yy)? admet une espérance avec une majoration similaire en remplacant a et b par 2a
et 2b respectivement.
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e Par le théoréme de transfert appliqué a la variable aléatoire g(Yy) et 'application ¢ — ¢, on a,
en notant D = g(Yy)(9) :
E(g(Yy)?) = ) «*P(g(Yy) = x)
xzeD
Soit w € 2, alors :

we (g(Yv)=2) & g(Yu(w))=xz
s JeZlYVyw) =k et gk)==x
& dkeZ,we (Yy=k)

o pour tout € D, on pose Z, = {k € Z?/g(k) = x}. Ainsi on a prouvé que

(V) =2)= |J 0 =k).

k€Zy

Comme il s’agit d’une union dénombrable disjointe, on a alors :

E(g(Yp)*) = > g(k)’P(Yu = k)

z€D keZ,

Si on note Z = |J Z, alors (Z,).cp est une partition de Z. En effet :
zeD
e Pour tout z € D on a Z, # () car comme = € D il existe w € Q tel que g(Yy)(w) = x. Posons

k= Yy(w) alors k € Z4 et g(k) = z, ce qui veut dire k € Z,, donc Z, # 0.
eSiz,y € D tel que Z, N Z, # 0, soit k € Z, N Z, alors x = g(k) et y = g(k), donc x = y.

e Finalement on a |J Z, = Z par définition de Z.
xzeD
Comme nous avons une famille sommable de nombres réels positifs, on peut appliquer les principes

de sommation par paquets, notamment on a :
(i) Pour tout z € D la famille (g(k)*P(Yy = k))kez, est sommable.
(ii) Si on note s, sa somme alors la famille (s,).cp est sommable.

(iii) Ona: > s, = > g(k)’P(Yy = k).
zeD keZ
Cela veut dire :

E(g(Yu)?) = g(k)’P(Yy = k)

keZ

On va montrer que si?, P(Yy = k) # 0;(k € Z%), alors k € Z. En effet, si P(Yy = k) # 0 alors
forcément (Yy = k) # (0. Soit alors w € Q tel que Yy (w) = k et soit © = g(k). Alors k € Z,, et
comme Z, C Z,onak € Z.

1l en résulte que P(Yy = k) = 0,Vk € Z9\ Z, par suite :

E(g(Yu)®) = > g(k)*P(Yy = k)

kezd

5.2. On considére f : Z? — R, harmonique sur Z? et vérifiant f(0) = 1. On rappelle que

VEk e zd,  f(k) < (2d)I*h

2. En fait on peut démontrer méme que :
VkeZd P(Yy=k) >0

c’est-a-dire que Z = Z¢
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5.2.1. Soit j € N,On a Y;(Q) est une partie finie de Z?. On va démontrer cela par récurrence :
Pour j = 0 on a Yy(Q2) = {0}, donc c’est clair.

Si pour j € Q2 I'ensemble Y;(€2) est fini comme Y; 1 =Y, +sign(X;)e[|X;|] et que pour tout w € €,
on asign(X;)(w) € {—1,1} et e[| X;(w)|] € {e1,- - ,eaq}, alors sign(X;)e[|X;|](€2) est fini. Et comme
Y;(Q) est par hypothése fini, alors Y;1(€2) est fini, ce qui termine la preuve.

Ainsi I'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Y; est fini, donc de méme pour la
variable aléatoire f(Y;) et elle admet par suite les moments de tout ordre, notamment le moment
d’ordre 2.

Remarquons que l'inégalité f(k) < (2d)I*11) s’écrit(puisque f > 0) : | f(k)| < exp(al|k||; + ) avec
a = In(2d) et b = 0, ce qui permet de dire que f satisfait la condition de la question précédente
pour g. On peut donc appliquer les résultat de la question 5.1.3., donc : la variable aléatoire f(Yy)
admet un moment d’ordre 2 et :

= fR’P(Yu =k)

keczd

Remarquons que pour tout w € €2, on a

weYy=k & IneNUw)=n et Y,(w)=
& EInENwE((U n)ﬁ(Yn:k))
& we | J(U — k)

neN

Donc
VkeZ', (Yu=k =|J(U=n)n(,=k)

Compte tenu de I'indépendance des Y,, et U supposée par I’énoncé et du fait que la réunion ci-dessus
est disjointe, on a alors :

+00
VEeZ¢, P(Yy=k)= ZIP’ —k):e"\ZmP(Y:
n=0

et par suite et par interversion des signes de sommation validé par la sommabilité de la famille en
question, on a :

E(F(Yy)?) sz XS R =0 = Y VR ().

Par la méme méthode utilisée dans 5.1.3. on peut prouver que :
= f(P(Yy = k)
kezd

On obtient alors la formule demandée en utilisant aussi la méme méthode que celle pour prouvée
la formule donnant E(f(Yy)?).
5.2.2. Soit n € N. On sait que Y, 11 =Y, + sign(X,,)e[| X,|]

On a
TL+1 Z f n+1 = l{?)

kezd

Notons qu'il s’agit d'une somme finie car Vp € N | Y,(Q) est fini.
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Or, par la formule des probabilités totales, on a :

Yori=k) =D P(Ys = O)my

ez

_J 0 si P(Y,=1¢)=
T = { P(Y,i1 =k)/(Y,=0) si PY,=¢)#0

Yoi1) ZZf Y, =)y

keZd vcz4

avec
Ainsi

La famille (P(Y, = E)Wk,g)(k 0ezaxza €St & support finie, ce qui permet en particulier de permuter
les deux symboles de sommation et obtenir :

Yii1) ZZf Y, =)y

LeZ4 kezd

Soit ¢ € Z%, alors deux cas sont possibles et dans chacun des cas, on va prouver que :

> FR)P(Y, = Omie = FIOP(Y, = () (10)
kezd
e Premier cas : P(Y,, = () = 0, dans ce cas la relation (10) est clairement réalisée.

e Deuxiéme cas : IP’( = /() # 0, dans ce cas, on a : mgy = P(Y,41 = k/Y,, = (). Or par définition
de la suite on a ||Y,41 — Y,||1 = 1, donc la probabilité conditionnelle P(Y,, .1 = k/Y,, = £) est nulle
dés que k € V(¢), et comme I’ apphcatlon X¢ : @+ sign(i) X; est une bijection de Dg = [—d, d]\{0}
vers V(0), la valeur de cette probabilité conditionnelle , pour tout k € V(¢) est :

1

P(Yor1 =k/Y, =) = 2d

Alinsi,
> FRP(Y, = O)mey = Zf P(Y, = ()

et comme [ est harmonique, on a: 55 > f(k) = f(ﬁ), ce qui prouve la relation (10).
kEV (£)

Vi) = 3 £(0) = E(/(Y,)

tezd
Ainsi la suite (E(f(Y,))nen est constante , donc :

Vn e N,E(f(Yn)) = E(f(Y0)) = E(f(0)) = f(0) =1

On a alors :

Déduction : On a d’aprés 5.2.1 :



5.3. i) Montrons que H est un sous-espace vectoriel de RZ .

- D’abord 0 € H, donc H # (.

- Soitf1, fo € H et A € R : Le seule point & vérifier est 'existence de E((Af; + f2)(Yr))?, pour cela
remarquons que pour tout z,y € Ron a: 0 < (z +y)? < 2(z* + y?), donc :

0 < ((M1+ f2)(Y0))? < 20 (A(Y0))* + 2(f2(Ye))?

ce qui prouve que \f; + fo € H.

ii) S est un produit scalaire :

e Existence : Soit f1, fo € H. Pour tout z,y € R, on a : |xy| < 2 + 42, donc | f1(Yy) fo(Yo)| <
[1(Y0)? + f2(Yy)? et comme E(f;(Yy)?) existent pour i € {1,2} (car f; € H) , il en découle que S
est bien définie.

e Symétrie de S : C’est immédiat par commutativité de la multiplication dans R.

e Linéarité a droite :

Soit f,g1,90 € H et A € R, alors :

S(f, 1 +92) = E(f(Yu)(Ag1 + 92)(Yv))
= EW\f(Yu)g1(Yu) + f(Yr)g92(Ye))
= NE(f(Y)r(Yu)) + E(f(Yr)g92(Yr))  (linéarité de Pespérance )

= AS(f, 1) +S(f. 92)

e S est positive : Clair
e S est définie :
Soit f € H tel que S(f, f) = 0, alors E(f(Yy)?) = 0. Or d’aprés la méthode utilisée dans la

) =0,
question 5.1.3, on a > f(k)’P(Yy = k) = 0 et comme il s’agit d’'une somme & termes positifs,
kezd
on a Vk € Z4, f(k)*P(Yy = k). On va prouver que :

Vk e Z4P(Yy = k) #0

ce qui permettra de conclure que f = 0.
On a

donc , on a en particulier :
Vn e N,P(Yy =k) >P((U=n)N (Y, =k))

Les variables aléatoires Y,, et U sont indépendantes et P(U = n) > 0, donc on est ramené a
démontrer que :

VkeZIneN, PY,=k) >0

On va prouver ¢a en raisonnant par récurrence sur ¢ = || kl|;.
Démontrons par récurrence sur ¢ € N la propriété (q) suivante :

P(q): YeeZ'|k|i=q=IneNPY,=k) >0

e Démarrage : Pour ¢ = 0, si k € Z% tel que ||k||; = 0, cela veut dire que k = 0 et comme Y; = 0,
alors n = 0 convient.
e Hérédité : Soit ¢ € N tel que Z(q) est vraie et soit k € Z¢ tel que ||k||; = ¢ + 1. Comme on

15



I'a fait dans la question 4.4.2, on sait qu'il existe j € [1,d] et €; € {—1,1} tel que k' = k + ¢;¢e]j]
réalise ||k'||; = ¢. Par hypothése de récurrence, il existe n € N tel que P(Y,, = %") > 0. On a :

P(Ynyr = k) 2 P(Yorr = k) N (Yo = K)) = P(Yaya = k/Yn = K)P(Y, = )

On a déja prouvé dans la question 5.2.2 que la probabilité conditionnelle P(Y,,; = k/Y, =

K')P(Y, = k') vaut 5; ( V'important est qu’elle soit non nulle). Donc P(Y,4 = k) = 55P(Y,, = k') >

0.

5.4.

5.4.1. e f; est bien définie. En effet, on a ||m||, = max |fll2et 1 € E, donc ||m|l2 > ||1]]2 > 0. Ainsi,
€

m # 0; comme m > 0 et m harmonique alors d’aprés 4.4.3, on déduit que Vk € Z¢, m(k) > 0. Ce

résultat sera utile par la suite, en particulier Vk € Z%, m(k) # 0. Donc f; est bien définie sur Z%.

e f; est harmonique sur Z<.

En effet : Comme f = a;m avec

1

Qi = Ssign(Delil)

Yk € 74, m(k) = m(k + sign(i)e[|]])

Il est aisé de voir que 'ensemble des fonctions harmoniques sur Z¢ est stable par combinaison
linéaire, il suffit donc de prouver que m est harmonique sur Z¢
Soit pour cela k € I(Z%) = Z<, alors en adoptant la notation k' = k + sign(i)e[|i|]), on a :

S om(t)y =Y m(l+sign(ielli]) = Y m()
eV (k) eV (k) vev(k')
La derniére égalité étant justifiée par le fait que 'application
V(k) = V(K'); 0 — ¢/ = £+ sign(i)e]i]

est une bijection.
. Puisque m est supposée harmonique, on a donc :

Y m(t) = (2d) m(K') = (2d) m(k)

eV (k)

ce qui prouve que m est harmonique.

Conclusion : f; est harmonique.

e f; déja fait puisqu’on a prouvé que m > 0.

e /:(0) = 1 : clair en remplacant x par 0.

5.4.2. Dy ={-d,---,—1,1,--- ,d}. pour tout i € Dy, posons

_ m(sign(i)e[li])
A= 2d

Alors on a ce qui suit :
e Pour tout i € Dy, on a \; > 0; en effet pour tout € Z4, on a m(k) > 0 et d > 0.

e > )\ = 1; en effet les éléments de la forme sign(i)e[|i|] quand i décrit Dy, ne sont autre que les
€Dy
éléments de V' (0). Compte tenu de cette remarque et le fait que m est harmonique, on a :

ZAZ:Z—ld S () = m(0) =1

i€Dy eV (0)
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e > \ifi = m, en effet, pour tout x € Z%, et i € Dy, on sait que :
€Dy

i])

)

fi(x) = m(z + sign(z')e|[

|
m(sign(i)e[|i]

Il en résulte que :

ST Afi(e) = 5 3l + sign(i)ellil) = oo 37 m(t) = m(a)

i€Dy i€Dy eV (z)

La derniére égalité étant justifiée par le fait que m est harmonique et I'avant derniére , tout
comme ci-dessus car les éléments de la forme x + sign(i)e[|i|] quand i décrit Dy, ne sont autre que
les éléments de V(x).

Conclusion : On a montré qu’il existe une famille (\;);ep, de nombre réels positifs de somme 1

tel que m = > A;f;, ce qui justifie que m est un combinaison linéaire convexe des f;.
i€Dy
5.4.3. Montrons que Vi € Dy, Vo € Z%,  m(z) = f;(z) On a

0< > Aillfi —ml2? DA (I1ill2* = 2(fi,m) + [Iml]2°)

i€Dy 1€Dyg
S A 2 <z A@-fi,m> + (z &-) il
i€Dy €Dy i€Dy
= Y Allfills = 20m,m) + [mllo®, (car > fi=met Y A =1)
i€dg 1€Dg i€Dg
2 2
= > Aillfille* = [Imll2
1€dy

Or, pour tout ¢ € Dy, on a f; € E car f; est harmonique et f; > 0 et f;(0) = 1.
Comme [jm/[; = max || f]l2, on a :
€

Vi€ Dy, | fill2 < |lml2

Donc

D Aillfille® = limlle” < Y Millmlle® — |lm]lo* = 0

i€dyg i€dy

ce qui prouve que :

0< > Allfi—mll2* <0

1€Dy

> Nllfi=mls* =0

i€Dy

donc que :

Comme il s’agit d'une somme & termes positifs et qu’en plus \; > 0,Vi € Dy, ona Vi € Dy, f; =m
Conclusion : Vi € Dy, Vk € Z¢,  fi(k) = m(k).

e Pour tout i € Dy, posons u; = sign()e[|i|].

Pour tout i € [1,d], on a m(u_;) = fi(u_;) = %

Comme u_; + u; = 0 et que m(0) = f;(0) = 1, on obtient :

(x%x%) Vie[l,d], m(u)m(u_;) =1
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1
1 =m(0) = % Z m(u;) (car m est harmongiue sur Z)
i€Dy
On obtient compte tenu de (% x x) ci-dessus :

d

; (m(ui) + m(lui)> = 2d
qui s’écrit aussi i )

ou alors :

d 2

> =k (1)

i=1 '
Dans (11) on a une somme nulle dont les termes sont positifs, donc ces termes sont tous nuls, d’oi :
Vi € [1,d] m(u;) = 1, ce qui, compte tenu de (* x ), donne aussi : Vi € [1,d] m(u_;) =1, ce
qui donne finalement : Vi € Dy m(u;) =1
Soit x € Z¢ alors m(z) = fi(z) = % par suite : m(z + u;) = m(z)m(w;) = m(x) ( car
m(u;) = 1) ,ce qui se traduit aussi par :

Vo € 24 Vi € [1,d], m(z + e[i]) = m(z — efi]) = m(z). (12)

On va démontrer par récurrence sur n = ||z||; que m(x) = 1 pour tout = € Z.
-Pour n = 0 c’est clair car m(0) = 1.
-Soit n € N tel que m(z) = 1 pour tout x 6 Z% tel que ||z]|; = n. Soit x € Z% tel que ||z]|; = n+ 1.

Posons 2 = Z zjelj], et comme ||z, = Z |z;| = n+ 1 on peut affirmer qu'il existe i € [1,d] tel
7j=1 7j=1

que |z;| > 1. Comme on a fait & la question 4.4.2. , on sait que si on pose =’ = x —sign(x;)e[i] alors

|Z'||1 = n. On a alors m(x) = m(z’ + ¢[i]) = m(2’) = 1 (on a utilisé la propriété (12) ci-dessus et

I'’hypothése de récurrence).

Ceci finit la preuve du fait que m est constante de valeur 1 sur Z¢.

5.5. Soit f : Z4 — R, , harmonique tel que f(0) =1, donc f € E, ainsi :

V(f(Yo)) = E(f(Y0)*) - E(f(Y0))* = E(f(Yp)?) — 1

car E(f(Yy)) = 1 d’aprés la question 5.2.2..

Par ailleurs, on a : E(f(Y)?) = |f]l2* < lImlls = E(m(Yp)2), done : V(f(Ye)) < E(m(¥y)?) — 1.
e Comme m est constante de valeur 1, on a E(m(Yy)?) = 1 donc V(f (YU)) < 0 et par suite
V(f(Yy)) = 0. En posant o = E(f(Yy)) on a alors : E((f(Yy) — po)?) = 0 donc || f — polla = 0 et
par suite f = puo, donc f est constante de valeur .

5.6. Démonstration du résultat de Liouville :

Soit f : Z% — R une application.

- Premier cas : Si f est harmonique positive et tel que f(0) = 1 alors d’aprés ce qui précéde, f
est constante.

- Deuxiéme cas : Si f est harmonique minorée, on a f est minorée, donc

Ja € R,Vk € Z%, a < f(k)

(0) a

eOna F =af+ 1 avec a = w5~ et f = 57— et 1 est Papplication constante sur Z% de valeur

Posons F =
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1, donc F est harmonique sur Z¢, vue comme combinaison linéaire de fonctions harmoniques sur
Z% (1l est aisé de prouver qu'une telle combinaison linéaire est harmonique).

o[>0 : clair.

e F(0) =1 : clair.

D’aprés le premier cas, F' est constante sur Z%, par suite f = (f(0) — a)F + al est constante sur
VAR

- Troisiéme cas : Soit f : Z¢ — R, harmonique et majorée, alors (—f) est harmonique minorée,
donc d’aprés le deuxiéme cas ci-dessus, (—f) donc f est constante. Ceci termine la preuve du
résultat de Liouville.
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