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Corrigé de I'épreuve de mathématiques II
Filiere MP
Sur la non continuité de la diagonalisation

Corrigé par M.TARQI !

1% partie
Résultats préliminaires

1.1 Etude de I’ensemble %,

1.1.1 Onsait que pour A € .#>(R), ona x4(X) = X?—Tr(A)X +det(A). Donc x4 admet deux racines réelles
distinctes si, et seulement si, le discriminant (Tr A)? — 4det A > 0. D'ou % = {A € #>(R)/(Tr A)? —
4det A > 0}.

1.1.2 L'application A — Tr A étant linéaire et dim .#>(R) étant finie, donc 1’application Tr est continue.
D’autre part, pour tout A € .#>(R), on note C1(A) et C>(A) les deux colonnes de A, on a donc la
décomposition :

(C1(A), C2(A))

detz(C1(A), C2(A))

det =bol

ot # désigne la base canonique de .#5 1 (R).

e [ liéaire en dimension finie, donc elle est continue.

e ) bilinéaire en dimension finie, donc elle est continue. Donc det = b o [ est continue.

1.1.3 Il est clair que ( (1) g ) € 7. De plus, d’apres ce qui précede, I'application ¢ : A — (Tr A)? — 4det A
est continue sur .#>(R), donc % = ¢ 1(]0, +00|) est un ouvert de .#>(R), comme image réciproque
d’un ouvert par une application continue.
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Si A € %, alors Tr(A)? — 4det A > 0 ou encore (Tr4

U} est une partie de la partie hachurée.

> det A, donc 'ensemble {(Tr A,det A) / A €
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1.2

1.3

2.1

2.2

2.3

1.1.5 Si M € %, alors x 4 est scindé a racines simples, donc M est diagonalisable dans .#>(R). Notons \; et
a b

d
i = 1,2) est caractérisé par la droite vectorielle (\; — a)x — by = 0, dirigée par le vecteur (b, \; — a) car

A2 les deux valeurs propres d’une matrice M = € 7. Le sous espace propre associé a A; (

b# 0et A # Aa. Posons donc f(M) = ( A b o A\ b a )(la matrice de passage de la base canonique
1 2 —
de R? a la base de vecteurs propre de M). On a bien f(M) " *M f(M) = ( /\01 )? )
2

Commutant d’une matrice

1.2.1 Soit M = (myj)i<ij<n € €(A), alors AM = MA ouencore Vi, j, > aixbe; = > mirar; et comme A
k=1 k=1
est diagonale, alors a;;m;; = m;;a;; et donc (a; — aj)m;; = 0 et comme «; # o (¢ # j ), alors m;; =0
et donc M est diagonale. La réciproque est claire puisque toute matrice diagonale commute avec A.
1.2.2 L'égalitée UAU ' = VAV~ g’écrit encore V"'UA = AV~'U, donc VU est diagonale d’apres la
question 1.2.1.

Une CNS de conjugaison a une matrice diagonale

D’apres le cours la condition est suffisante. D’autre part, si P"*MP = D alors M et D ont méme poly-
noéme caractéristique et donc méme valeurs propres, c’est-a-dire les coefficients diagonaux de D. Notons
C Cs,...,Cy, les colonnes de P et posons D = diag(dy,ds,...,d,), alors la relation P~'MP = D devient
MC; = d;C;, comme C; est non nul, alors d; est une valeur propre de M et C; est un vecteur propre associé.

28me partie
Quelques propriétés du groupe spécial orthogonal SO, (R)

Il est clair que I,, € 0, (R) et que 0, (R) C GL,(R), en effet, si A € 0,(R) alors A est inversible et A=! =! A.
Si A,B € 0,(R), alors {(A™'B)A™'B =t B}(A™Y)A™'B =! B(A'A)"'B = I,,, donc A™'B € 0,(R). Donc
0, (R) est un sous-groupe de GL, (R).

L'application ¢ : A — det A est un morphisme de groupe, donc SO,,(R) = ¢~ '({1}) est un sous-groupe de
On(R).

c

On sait qu'une matrice A = ( Z d ) € SO2(R) si, et seulement si, les équations suivantes sont vérifiées :

a?+ =0 +d*=1,

ab+cd =0,
ad —bc=1.
Supposons encore bd # 0; alors ab + cd = 0 s’écrit g = —g = «, soit a = ad et ¢ = —ab. Les trois autres

équations s’écrivent o?(d? + b?) = 1, b* +d? = 1 et a(a® + b?) = 1. Mais les deux premieres impliquent
o? =1, ou a = £1. La troisiéme imposent le signe + a «; et donc o = 1. Donc on obtient

a —b
u=(5 )
aveca? +b% = 1.
Si bd = 0 on obtient les matrices I et —I5.

L’autre inclusion est évidente.
Le groupe SO>(R) est connexe par arcs

2.3.1 Les applications cos et sin sont continues sur R, donc l'application ® aussi est continue sur R.

2.3.2 Soit A € SO3(R), donc A est de la forme Z
6 € Rtel que a = cosf et b = sinf et donc A = &(§). Ceci montre que &(R) = SO2(R).

2.3.3 L'application ¢ étant continue et R étant connexe par arcs, donc SO3(R) est connexe par arcs comme
image d'un connexe par arcs par une application continue.

avec a® + b? = 1. D’autre part, on sait qu’il existe



2.4 Le groupe SO, (R) est connexe par arcs pour n > 3.
2.4.1 OnadetU = detI,det(—1I;)det [] ©(¢;) = (—1)9, donc U € SO, (R) si, et seulement si, g est paire.
i=1
242 Soit U € SO, (R)\{I,}.
. . oy -1 0 ~( cos(m) —sin(m)
(i) Dans ce cas ¢ est paire (¢ = 2¢’). On pose alors ( 0 -1 )= sin(m costr) ) et donc
P~'UP prendra la forme demandée avec s = ¢’ + .
(ii) II est clair que V¢ € [0,1], I'(t) € SO,(R). Par composition des applications on peut vérifier que
I'application I" est continue sur R. On a bien I'(0) = I,, et I'(1) = U.

2.4.3 Soient U; et Uy deux éléments de SO, (R), alors il existe deux applications continues I'; et I'y défines
sur [0, 1] & valeurs dans SO, (R) telles que I'1(0) = I'2(0) = I,,, T'1(1) = U; et T'3(1) = Us. L'application
~ définie sur [0, 1] a valeurs dans SO, (R), par v(t) = I'1(1 — t)T'2(¢), est continue sur [0, 1] et vérifie
~v(0) = Uy et I'y(1) = Us. Ceci montre que SO, (R) est connexe par arcs.

2.5 Soit A € #,(R) une matrice quelconque.
2.5.1 L'application M —' M étant linéaire en dimension finie, donc elle est continue.
25.2 Pour tout U € SO, (R),ona U~! = (det U)~! x* Com(U) ot Com(U) désigne la comatrice de U. Cette

expression, montre que les coefficients de U~ sont des fractions rationnelles en les coefficients de U, ce
qui montre que l'application U — U~ est continue sur SO, (R).

2.5.3 Par composition l'application U ~— UAU™! est continue sur SO, (R), donc son image, c’est-a-dire
{UAU'/U € SO, (R)} est connexe par arcs de .#,(R).

3%me partie
Non continuité de la diagonalisation dans tout I’ouvert %,

3.1

3.1.1 D’apres la question 3.1 C1(M) et C3(M) sont des vecteurs propres de M. Notons A et Ay les deux
valeurs propres de M telles que MC1(M) = M\ Ci(M) et MCy(M) = XC2(M), on obtient donc
O (M)'M = NeC1 (M) puis 'Cy(M)MCo (M) = Ny Cy (M )C2 (M) (car M est symétrique ), dour :

(A2 — A1) CL(M)Cy(M) = 0,

et comme \; # \o, alors !Cy(M)Cy (M) = 0.

3.1.2 Les deux colonnes forment une base orthonormale , donc la matrice est orthogonale.

3.1.3 Puisque la matrice précédente est orthogonale alors a(M)? = 1. Les colonnes de g2(M) forment une
base orthonormale , donc la matrice est orthogonale, donc g2 (M) est orthogonale, de plus det go(M) =

Ci(M) _Cy(M) ) 2 , ,

o M) det , = o(M)* = 1, ou & désigne la base canonique de .#5 :(R). D’ot1

o5 (i o) = ) : ue de #z(R)

g2(M) € SO, (R).

3.1.4 La continuité de g résulte de celle de f et par composition des applications. Les colonnes de g2(M)
forment une base de vecteurs propres de M, donc go(M) ™! M g2 (M) est diagonale.

3.2

3.2.1 VU € SO5(R), UBU ! est semblable a B, donc admet deux valeurs propres distinctes et donc UBU ! €
U,, comme U € SO,(R) alors U=! =t U et donc UBU~! € .%. D'ou {UBU'/U € SO3(R)} C
Uy N S (R)

3.2.2 D’apres ce qui précede ha(M )~ Mho(M) est diagonale. Si M € ¥, alors M et B sont semblables, il
est de méme de ho(M) "1 Mho(M) et B. Donc les seules valeurs propres possibles sont a et 3. Donc les

valeurs possibles de ho(M) =1 Mhy(M) sont ( g 2 ) ou ( g 2 )

3.2.3 D’apresl’étude précédente ho (M)~ Mhy(M) prend deux valeurs possibles ( (g 2 ) ou bien( g 2 )

Mais l'application M +— ho(M Y"1 Mhy(M) étant continue, donc est une constante.



3.3

4.1
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3.3.1

3.32

3.33
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4.1.2

4.1.3

Par la permutation des colonnes C; (M) et C2(M) de fo(M) on peut se ramener au cas
VM € S5, ho(M)"'Mhy(M) = B.

On a, pour tout U € SO2(R), ho(UBUY)"'UBU'ho(UBU ') = B ou encore ho(UBUY)"'UB =
Bho(UBU )™, donc ho(UBU 1) 71U est diagonale d’apres la question 1.2.

Posons alors ho(UBUY)71U = < "g 2 > Comme U € SO3(R) et ho(UBU™Y) € SOz(R), alors

ho(UBU 1) 71U € SO2(R) donc 22 = y? = letxy = 1. D’ott ho(UBU ~1)~1U = +1,.
Pour M € SgetD ==+I,ona:

p2012(M,D) = @a(ha(M)D)

(ho(M)DBD  ho(M)™*, ho(ho(M)DBD ™ ho(M) 1)~ he(M)D)
(ha(M)Bhy(M) ™", hao(M)hy(M)~' D)

= (M,D)

De méme , pour tout U € SO,(R),ona:
Yoo pa(U) = 1o(UBU Y, hy(UBU Y1)

ha(UBU Yhoy(UBU YU
U

Donc ¢ et 9, sont des bijections réciproque 1'une de l'autre.

Par composition des applications, 'application U + Tr(ho(UBU~!)7'U) est continue sur SO2(R) et
comme ho(UBU')7'U = +1, alors cette application prend ses valeurs dans {—2, 2}. Mais d’apres la
question 3.3.2, il existe U; et Uy dans SO»(R) tels que ho (U BU; 1) ~1U;y = Iy et ho(U2 BUy ) ™'Us = — 1y
car s est surjective. Donc 'application U + Tr(he(UBU~1)~U a pour image {-2,2}.

L'application U +— Tr(ho(UBU~')71U) étant continue et SO(R) étant connexe par arcs, donc son
image doit étre connexe par arcs ce qui est absurde d’apres la question 3.3.3.

48me partie
Non continuité de la diagonalisation dans tout I’ouvert %,, pour n > 3

Comme dans le cas n = 2, les vecteurs C; (M), C2(M), ...,C, (M) sont des vecteurs propres de M.
Notons A1, Ag, ..., A, les différentes valeurs propres de M telles que MC;(M) = \;Ci(M) ,i=1,2,...,n.
On obtient dong, pour tout couple (4, j) tel que i # j, ‘C;(M)'M = N.C;(M) puis *C;(M)MC;(M) =
AC;(M)C;(M) (car M est symétrique ), d’otr :

(Aj — X)) Ci(M)Cy (M) = 0,

s e forment
[CL(M)[l2" 7 |CR (M2

etcomme \; # \;, alors 'C;(M)C; (M) = 0. Donc les vecteurs normés

une base orthonormale .

Les colonnes de la matrice g, (M) forment une base orthonormale , donc c’est une matrice orthogo-

C1(M) Cn(M) ) 2 N -
nale. De plus det g,,(M) = a(M) det ( ey = a(M)® = 1, ou A désigne la base
P WD) =M G e, 16,00l ) = *) 8

canonique de .#, 1 (R). Dot g, (M) € SO, (R).

La continuité de g,, résulte de celle de f,, et par composition des applications. Les colonnes de g,,(M)
forment une base de vecteurs propres de M, donc g,,(M)~' Mg, (M) est diagonale.




4.2

4.2.1 VU € SO, (R), UAU ! est semblable a 4, donc admet deux valeurs propres distinctes et donc UAU ! €
U,, comme U € SO, (R) alors U=! =t U et donc UAU! € .%,. D'ou {UAU'/U € SO,(R)} C
U N S (R).

4.2.2 D’apres ce qui précede h, (M)~'Mh, (M) est diagonale. Si M € .#4, alors M et A sont semblables, il
est de méme de h,, (M)~ Mh, (M) et A. Donc il y a exactement n! possibilité h,,(M)~* Mh,,(M).

4.2.3 D’apresl'étude précédente h,, (M)~ Mh, (M) prend un nombre fini de valeurs. Mais l'application M
ha(M)~tMhy(M) étant continue, donc elle est constante.

4.2.4 Par la permutation des colonnes de la matrice f,,(}), on peut se ramener au cas ol
By (M) *Mh, (M) = A

pour tout M € 74.
4.3

4.3.1 On a, pour tout U € SO, (R), h,,(UAU ) "UAU h,(UAU1) = A ou encore h,(UAU1)"IUA =
Ah,(UAU=1)71, donc h,(UAU~1)71U est diagonale d’apres la question 1.2 et dans SO, (R) ( h, a
valeurs dans SO, (R).

4.3.2 Une matrice diag(z1, 2, ..., z,,) € SO, (R) si, et seulement si, Vi = 1,2,...,n, 2 = let z173...7,, = 1 > 0.
Notons A, 'ensemble des matrices diagonales de .#,,(R) contenant exactement 2p coefficients égales a
—1 et les autres égales a 1.

q q q
e Sin=2¢,alorsona %, = |J ApetdonccardZ,, = > cardA, = > ngg.

p=0 p=0 p=0

q q q
e Sin=2¢+1,alorsona 7, = |J ApetdonccardZ,, = ) cardA, = > §’q’+1.
p=0 p=0 p=0

433 Pour M € SpetD =€ 9,,ona:

‘Pnown(MuD) = @Zn(hn(M)D)

= (ho(M)DAD ' hy, (M), hyy (b (M)DBD ™ by (M) ™) hy (M) D)
(hon (M) Ah, (M)~ By (M), (M)~ D)
= (MvD)

De méme , pour tout U € SO, (R),ona:
Unopn(U) = Y (UAUY h(UAUYH)7I)

ho(UAU YR, (UAU YU
= U

Donc ¢, et ¢, sont des bijections réciproque 1'une de l'autre.

4.3.4 Par composition des applications, 'application U ~ Tr(h,(UAU~1)~1U est continue sur SO2(R) et
comme h,(UAUY7'U € 2, alors cette application prend ses valeurs dans Tr(%,,). Mais d’apres la
question4.3.2,VD € %, il existe U tel que hn(UAU Y 7U = D car p,, est surjective. Donc I'application
U — Tr(h,(UAU')"'U a pour image Tr(Z,,).

4.3.5 Raisonnons par l'absurde. Supposons qu’une telle application f,, existe, donc I'étude faite dans cette
partie, montre que I'image du connexe par arcs SO,, (R) par 'application continue U + Tr(h,,(UAU~1)~1U)
n’est pas connexe par arcs puisque Tr(%,,) est fini et de cardinal strictement supérieur a 1.



