CNM-MATHS-1-SESSION 2016 CORRECTION

Correction proposée par El Amdaoui
Ecole Royale de I’Air-Marrakech.Maroc

Probléme 1

Partie I: Théoréme de Weierstrass

1. (a) On fait appel a la formule du bindéme de Newton, on obtient

zn:Bn,k = zn:c,’jxk 1-x)""F=1
k=0 k=0

(b) Il est clair que pour tout = € [0,1], By, x(z ) Cra k(l —)"% > 0. D’autre part,

d’aprés la question précédente, By, j( Z By i (

2. e On utilise la formule kC* = nC*~! pour tout k € [1,n], alors

zn: kBnj = zn: kB, = zn: kCEXF (1 - X))
k=0

— Z nck le X)n—k

n—1

= Y nCk XM -Xx)" Tt
k=0

= nX(X+(1-X)""'=nx

e Pour n =1, on a bien Z k(k —1)B,,, = 0. Sin > 2, on utilise la formule k(—1)CF =
k=0
n(n —1)C*=2 pour tout k € [2,n], alors

> k(k—=1)Bni =
k=0

k(k—1)Bnx =Y k(k—1)ChX*(1—Xx)""
k=2

[M]=

e
[|
N

n(n—1)CF2xk (1 - x)" 7k

I
NIE

TT
|
NN

- n(n —1)Ck_,x*+2 (1 - x)"27*

ol
Il
<]

—DX2(X+(1-X)"?=n(n—-1)X?

|
3

Donc
n

k(k—1)B,x =n(n—1)X?
k=0

Cette égalité est valable aussi pour n =1

e Le polynéme Z szn,k est la somme de deux précédents
k=0

> KBy =n(n—1)X*+nX
k=0

3. (a) Soit n € N* et k € [0,n]. On distingue trois cas
e Sik=0,onaB,o=(1-X)", donc B}, j = —n(l - X))l =-nB, 19

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



CNM-MATHS-1-SESSION 2016 CORRECTION

e Sik=n,onaB,,=X" donc B, = nX" 1 =nB, 1,1
e Sik#0etk+#n,ona
e = kKCEXFTMA - X)) — (n— R)CEXF(1 - X))t
= pChixMla - x)nk —pok_ XF(1 - X)L
n(Bp-1k-1— Bn-1k)

(b) Soit n € N*, on a

Ry = s (5] B

— FO) B+ /(1 +Zf< )

= _nf(O)Bn—l,O +nf (1) Bn—l,n—l +an (f;
:ii k n—1 k

= —nf(0)Bp_10+nf(1)By1n1+n Z f <n> Bn1x-1—n Z f (n) Bn_1k
k=1
n—2 k + 1 n—1

= —nf(0)Bp-10+nf(1)Byim1+n> f (n) n—1k — HZ f ( ) n—1,k
k=0

n—2 n—1
= nf(1)Bp1p1+n Z f (k:;l) Bh_1r—n Z f (Z) Bp_ 1k —nf(0)Bn_1,0
k=1

) (Bn—1,k—1 — Bn-1,1)

k=0
n—1 n—1
k+1 k
= ny f ( )Bn—l,k—an(> Br1k
k=0 k=0 N
n—1
E+1 k
- oL (0 (57) -1 (5) e
n n
k=0
Lkt k
Ainsi I’égalité souhaitée, pour tout x € [0, 1], (P, (f =n Z ( ( ) f (n)) B—1,k(x)
k=0
. . E k+1
(c) Si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout k& € [0,n — 1], on a —,—— € [0, 1] et
n’n
k k+1
- < + , alors par croissance de f, on a f (%) —f (%) > 0. En outre, d’aprés la

question ??, pour tout x € [0,1], on a B,_1 x(z) > 0 et, par suite, (P,(f))" (z) > 0.
Ceci montre que P,(f) est croissante sur [0, 1]

4. On fixe ¢ >0
(a) Soit = € [0, 1], par un calcul direct

zn: (x — >2 B, k() Zn: <x2 — 2z% + 52) Byi(x)

= k=0
= 22 B, k(x —2£ kB, 1(x S k2B, 1 (x
kZ:O k() nkZ:O ,k()+n2kz::0 k(z)
= 22— 2%zt % (n(n — 1)2* + nz)
n n
_z2(l-x)
N n

(b) Par absurde supposons que pour tout « > 0, il existe z,y € [0, 1] tel que |z — y| < «

et |f(z) — fly)| > % Pour n € N, il existe z,,y, € [0,1] tels que |z, — et

) = £l > 5 -
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[0, 1] est compact donc [0, 1] x [0, 1] est compact d’ott on peut extraire de (z,, y,) une
suite convergente (T (), Yp(n)) d’oll les deux suites (x,(n)) et (Y, (n)) convergent. Po-

sons ¥ = limxy () et y = lim y, (). Ona x,—y, P 0 donc Ty (n) —Ye(n) P 0

d’ott # = y. La fonction f est continue sur [0, 1] donc f(zym)) = f(Ypm)) — f(x) —
€
f(y) = 0. Absurde, car | f(zp(m)) — fYp(n))| > 3> 0.

k
(¢) 1. Par construction de A, pour tout k € A, on a : ‘f(x) —f <)‘ < %, donc
n
S @) =1 (E)|Bose) < 5 X Buste) < 530 Buste =
n n,k X 2 n,k X 2 n,k = 9
keA keA k=0

2
k 1 k
ii. Remarquons que si k € B, alors |z — ’ > a,onaalors 1 < — (w — ) . On
n e

n
en déduit :
k
S |- 1 () Buate) < 20 Y Busto
keB keB
2M k2
< T (rn) Buw
keB
2IM K\’
< X (en) Buw
k=0
< 2M x(1 —z)
a? n
M
<
2na?

ou la derniére inégalité vient du fait que le maximum de x — z(1 — z) sur [0, 1]

1 1
est atteint en — et vaut —.
2 4

n

(d) Soit z € [0,1], remarquons d’abord que f(x) = f(x)Bpk(x), [0,n] = AUB et

AN B =, on obtient alors

@ = 1@ = |37 (5) Buste) = Y f@)Burlo)
k=0

— i: <f (i) — f(x)) B i (z)

k=0

= (f <i) - f(m)) Bp(z)+ ) (f (i) - f(x)) B k()

keA keB
< L&) - 10| B+ X |7 (2) - 10| Buste)
ke A n keB n
€ M
2 " 242

(e) Fixons € > 0 et soit « le réel strictment positif donné par 'uniforme continuité. On
fixe ensuite ng suffisamment grand tel que :

On a alors, pour n > ng :
Va € [0,1],[f(z) — Pu(f)(2)] <e.

Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (P, (f)),,>, vers f.
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5. L’application f : z € [0,1] — g (a+ (b — a)x) est continue, par composition, sur [0, 1].
T —
Posons Qula)e) = Pu()

2 , pour z € [a,b], ou (P,(f)) la suite de polynémes de

Bernstein associée & f converge uniformément vers f sur [0, 1]. (Q,(g)) est encore une suite
de fonctions polynomiales, et pour tout x € [a,b], on a :

nn (5=2) -1 (5=2)| < 1ean - 12

Donc (@ (g)) converge uniformément vers g sur [a, b].

Qn(9)(z) — g(z)| =

Partie II: Une démonstration probabiliste du théoréme de Stone Weierstrass

Soit f : [0,1] — R une fonction continue et n € N*
1. (a) S, — B(n,z), donc E(S,) = nx et V(S,) = nz(1l — ), en conséquence, l’espé-
rance et la variance de X, sont respectivement E (X,,) = —E(X,,) =z et V(X,,) =
n

%V(Sn) _ x(ln— x)

(b) Soit 6 > 0, 'inégalité de Bienaymé Chebychev nous donne

V(X,) z(1-=z) 1
—x|=290) < =
BlXn =2l 20 < =5 no® S dnd?

2. (a) OnaXn(Q){f; : ke[[o,n]]}etP(an)P(Snk).

f(X,,) est bient définier car f est continue sur [0, 1] et X a valeurs dans [0, 1]. X, (£2)
est fini; on peut appliquer le théoréme de transfert :

> f(i)IP’(Sn:k)

k€S, (Q)

Xn:f( )Ck k(1 — )=k

=0

Cn(f)()

ce qui montre que x — C,,(f)(x) est une fonction polynomiale

(b) i. Par construction de 3, on a pour tout k € [0,n] tel que g— z| < Bona:
flx)—f (k>’ ; donc
k k k
) (f(l‘)f(n»IP’(Xnn) <D f(x)f<n ‘P(Xn
—z|<p »—e|<B

VAN /N
N ™ I
s =[]
/N

s g
I /:;:\
| & 3

I 3|
N ™

elamdaoui@gmail.com 4 www.elamdaoui.com



CNM-MATHS-1-SESSION 2016 CORRECTION

()

ii. Remarquons que [|X,, —z| > 5] C [| X, — x| = f]

= (o-s()ee-

N
g
&

\
~
N
S|
N———
2=
7N
b
3
Il

n
rozl>p | % —=[>5
< 2M > IP(X —k)
~ Tl_n
|%—m|>ﬁ
< 2MP(X, — 2| > §)
V(Xn)
< 2M 52
< 2M x(1 — )
g2 n
M
< -
2n32

ou la quatriéme inégalité vient de l'inégalité de Bienyamé Tchebychev, vu que
E (X,,) = x et la derniére inégalité vient du fait que le maximum de z — z(1 —x)

1
sur [0, 1] est atteint en 3 et vaut 1

Soit € > 0 et soit S > 0 obtenu du théoréme de Heine. Soit x € [0, 1], alors par
I’inégalité triangulaire et les inégalités des deux derniéres questions, on a :

€ M
Cn - < o
Avec M = sup |f(t)]. On fixe ensuite ng suffisamment grand tel que :
t€[0,1]
M €
Vn = nog, W < 5

On a alors, pour n > ng :
Vo € [0,1], |Cn(f)(z) — f(z)] <e.

Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (Cp(f)),,, vers f.

Partie III: Application

Par linéarité de l'intégrale, pour tout polynome P € R[X], on a :

b
/ P(2) f(z)dz = 0

D’aprés théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,), oy convergeant uniforme-
ment sur [a, b] vers f.
Pour tout n € N et tout = € [a, b], en écrivant

flz)® - f(w)Pn(fv)’ =1 f (@) (f(@) = Pa(@))| <|| £ IS5 f = P 15"

et il en résulte que la suite (fP,), oy converge uniformément vers f 2 sur [a, b]. D’aprés
le théoréme d’intégration des limites uniformes, il vient alors :

/abf(:c)zdz: lim /abf(x)Pn(x)dx

n—-+o0o

Donc b
/ fla)?dz =0

La fonction f? étant continue positive sur le segment [a,b] d’intégrale nulle, donc
f2 =0, ainsi la nullité de f

elamdaoui@gmail.com 5 www.elamdaoui.com



CNM-MATHS-1-SESSION 2016 CORRECTION

(b) e Convergence : Soit n € N, lapplication z — x"e~(1=9% est continue sur

) 1
[0, +00[, donc I, est impropre en +oo, mais x"e~ (1)@ =0 <2>, donc I,
0o x
converge.

—(1—d)z

e Calcul : Les deux fonctions z — z"t! et z —> e sont de classe C! sur

[0, +o0[ telles que z"Hle=(1=0)® —+> 0, alors par une intégration par parties
xr—r

+o0 )
In+1 _ / xn+167(177,):v dz
0
[ee] —(1—=2)x !
/+ gzt (e(l)> dz
0 —(1—1)
—(1—12)x too +oo
= |z"t! ¢ - + nr 1/ a"e~ (1707 qg
—a-9/)l, T1-ily

n+1

= 1,

1—4 "

n!

On en déduit que I, = 710, avec Iy = -, alors
(I—=4)m 1—4

| | ntl)m
VneN, I,= n! n! (n+1)

(1—i)ntt \/§n+1e

(¢) Soit n € N, remarquons que Iy, 13 € R, en conséquence

+oo
/ 24" e~ sin(x) do = 0
0

L’application ¢ — +/f est une bijection de classe C' de ]0, +o0o[ vers lui méme, donc
par intégration par changement de variable, on obtient

+o0 1 [tee Y
/ x4n+3€_ISiH($) dz = 1/ t"e~ Visin (\%) dt
0 0

1
Posons alors ¢ : = € [0,400] —> 16_ %sin(%), une telle fonction répond aux
contraintes demandées

2. D’apres le théoréme de Stone Weierstrass, il existe une suite de polynémes (Q,), qui
converge uniformément vers g sur I.

Pour n € N, on définit P, : © — Q,(x / Qn(t) dt. La suite de polynomes (P,,) vérifie

b
pour tout n € N, / P, (t)dt = 0. D’autre part pour tout € I, on a
a

/a " Qu(t)dt / ’ ou(t) i
b

Or Q, Au—> g, donc || @, — ¢ ||oo——+ 0 et / Qn(t)dt —— g(t)dt = 0. Ainsi

n——+o0o

[Po(2) = g(2)| < |@n(z) —g(z)] + <[ @n—9glls +

a
cvu

P~—>g

3. ¢ est de classe C! sur I, en particulier ' est continue sur I, d’aprés le théoréme de Stone
Weierstrass, il existe une suite de polynémes (Q.,), qui converge uniformément vers ¢’ sur
x

I. Pour n € N, on définit P, : z — ¢(a) +/ Qn(t)dt. Comme ¢ est de classe C* sur

[a, ], alors pour tout x € [a,b], on peut écrire p(z) = ¢(a) —I—/ ¢'(t)dt et on a :

|[P(z) — p()] =

[ @un-¢w dt| <O-a) ] Qu— o

. cvu . cvu
Ceci montre P, — % et comme P, = @, alors on a aussi P, — @'

elamdaoui@gmail.com 6 www.elamdaoui.com



CNM-MATHS-1-SESSION 2016 CORRECTION

4. On peut se ramener au cas I = [0, 1], la construction des polynémes de Bernstein donnée
n
k
auparavant P, = E ) (> B, 1., montre que V¢ € [0,1], P,(t) > 0, car v est positive sur
n
k=0

cvu

I,etPnTHb

Probléme 2

Partie I: Cas particulier : variables aléatoires discrétes finies

1. Z < B(p), alors e'? est finie, par le théoréme du transfert, pour tout ¢ € R,
Mz(t)=P(Z=0)+eP(Z=1)=p(e"=1)+1

t

2. X est finie, alors pour tout ¢t € R la variable e¢!Z est finie, en particulier elle admet une

espérance, par le théoréme du transfert, pour tout ¢t € R,
T i
Mx(t) = Z P (X = x;) = Zpiem
i=1 i=1

Donc Mx est de classe C*° sur R, comme somme de fonctions de classe C*° et pour tout
entier naturel k,

En particulier M)((k)(O) = foﬂ" (X=u;)=E (Xk)
i=1
3. (a) La famille ([X =ai]);cp,q est un systéme complet d’événements, en particu-

T
lier Zpl- = 1. En outre pour tous t € R et i € [1,7], on a e > 0, donc
i=1

Mx(t) = Ze“’ﬂ?’ (X ==z;) > 0. Ainsi ¢ x est définie sur R*.
i=1
Le développement limité & I'ordre 1 en 0 de Mx est donné par
Mx(t) = Mx(0) +tM%(0) + o(t) = 1 + tE (X) + o(¢t)

Par composition ¢x(t) = E (X) 4 o(1), donc ¢x est prolongeable par continuité en 0.

(b) Le développement limité a ’ordre 2 en 0 de Mx est donné par

Mx(t) = Mx (0) + t M’ (0) + L%(O) * +o(t?) = 1+ tE(X) + ) (;(2) 2+ o(t?)
Par composition
px(t) = - In(Mx(1)
— %m <1+tE(X)+ E( 2)t2 +o(t2)>
(ﬂE (X) + E(X%) t2>
= tE (X) + E(X%) t2 ? +o(t?)
2 2

E(X?) - E(X)?
2

= E(X0)+ 0

E(X2)-EX)?* V(X
Donc px est dérivable en 0 et ¢y (0) = ( )2 (): (2)
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(¢) i Soit u < 0, d’apres la formule de Taylor avec reste intégrale, on a
1 Y (u— t)?
e“:1+u+7u2+/ Metdt
2 0 2

(u — 1)
2

u
U
La fonction ¢ — el est continue et positive sur [u, 0], donc / (76 dt <
0

1
0, soit e“<1+u+§u2

ii. Soit ¢t > 0, comme Vi € [1,7] on a x; < 0, alors
2

t
Vie [1,r], e <1 +te;+ Emf

Par le théoréme du transfert et par positivité de la probabilité

E (etX) = Ze“”‘P(X =x;)
i=1

T t2
Z (1 +tx; + 2:63) P(X =)

=1

N

T I t2 T
< ZIP’(X:xi)+t2xiP(X:xi)+EZx?]P’(X:xi)
=1 i=1 =1

t? 5
< 1+t]E(X)+§E(X)

Finalement, la croissance de In et I'inégalité de convexité : Vo > —1, In(1+42x) <
x, donnent

t
px(t) SE(X) + S (X?)
Une telle inégalité reste valable si t = 0, car px(0) = E (X)

(d) i Quitte a réordonner les x;, on peut supposer que x1 > Ty > ... > Z,. SUPPOSONS
T

qu’il existe des réels A1, ..., A\, tels que Z Aifi = 0. Cela signifie que, quelque soit
T =1 T
t € R, alors Z Aifi(t) = 0, autrement dit pour tout t € R : Z X;et® = 0. Facto-
i=1 . =1
risons par ef®1 : e!®1 Z)\iet(“_’“) = 0. Mais e** # 0 donc : Z N\et@i—e1) =
i=1 i=1
Lorsque ¢t — 400 alors e!(*i=#1) — 0 (pour tout i > 2, car #; — z; < 0). Donc
pour i > 2, X\;e!®i=¥1) 5 0 et en passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus on
trouve : A\; = 0.
Le premier coefficients est donc nul. On repart de la combinaison linéaire qui est
maintenant A fo + -+ 4+ A, f, = 0 et en appliquant le raisonnement ci-dessus on
prouve par récurrence \;y = Ay = -+ = A = 0. Donc la famille (fy,---, f,) est
libre.
ii. =) SiX etY suivent laméme loi, alors X (Q) =Y (Q)etVe € X (Q), P(X =2x)=
P(Y =x). On tire E(X) = E(Y) et par le théoréme du transfert pour tout
t € R*,

E (e'¥) = Z P (X =x) = Z P (Y =2) =E ()
zEX(Q) 2€X ()
Donc les fonctions ¢ x et ¢y sont égales;

<) Posons X () ={x1, - ,xn} et Y (Q) = {y1, -+ ,Ym} I'ensemble des valeures
prises effectivement par X et Y tels que 1 > -+ > z, et y1 > -+ > ym.
L’hypothése px = ¢y donne

vVt € R, Zet’”]P’(X =u1x;) = ZetyjP(X =v;)

i=1 j=1
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Par unicité de Vécriture n = m, z; = y; et P(X =z;) =P (Y = y;)

(e) Soit t € R*, les deux variables e'X et e/¥ sont indépendantes, car X et Y le sont, donc
Myiy(t) =E (et(X+Y)) —E (eXeY) =E (") E ()
Par définition, on a
pxiv(t) = TIn(Mx oy (1) = 7 n (B (%)) + 10 (2 () = (1) + o (1)
Pourt=0,ona p0)=E(X+Y)=E(X)+E(Y) = ¢vx(0) + ¢y (0). Bref

Px+y = @x + Py

S
(f) X — B(s,p), alors X = ZX“ ou Xy, -, X, sont indépendantes et suivent la loi de
i=1
Bernoulli de paramétre p. Pour ¢ € R, les variables e
donc

X1 ... e!Xs sont indépendantes,

Mx(t) =E () =E (f[letx7‘> = f[lIE (e) = (p(e' —1) +1)°

(g) <) Supposons que X est une variable aléatoire réelle symétrique, alors X () =
—X () et pour tout x € X (), on aP(X =z) =P (X = —x).
On montre que V¢ € R,E (e7*X) = E (¢"¥), pour le faire on fixe t € R, par le
théoréme du transfert

E(e™™) = Z e P(X = 1)

z€X(Q)

Papplication & — —x est une bijection de X () vers lui méme, alors

E(e ™) = Z P (X = —x)

TEX(Q)
= Z P (X = x)
zeX(Q)
= E (etX)
Donc pour tout ¢ € R*, on a px(—t) = —px(t) et pour t = 0, on a E(X) =

E (—X), cela entraine E (X) = 0, c’est-a-dire ¢ x (0) = 0. On conclut alors ¢x est
impaire.
=) Soit t € R*, on a

pox(t) = I (E()) = —px(-0) =ox ()

D’autre part ¢ x(0) = 0, car px est impaire, donc ¢_x(0) =E(-X) = -E(X) =

0, ceci montre que px = p_x. D’apreés la question 7?7, X et —X ont la méme loi

4. (a) Soit n € N* et t € R*. On a E(S,,) = nm et V(S,,) = no?, d’autre part les variables
tXl —m tXn —

Vno T y/no

sont finies et mutullement indépendantes, et par un calcul
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direct

ps: (t)

Il

|
E
ey
&=
/N
Q(‘b

%))

3 ¥
N—
N—

Il

|
E
=
Q

-

~
o
3

n x—m n X;—m
( et Vme )) =_1In (HE (et no )) Par indépendance

puis

psx (1) = _m\/ﬁJr\f(erero( ! >>

On en déduit ngrfoo ps:(t) = -.

Partie II: Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

1. (a) On peut écrire b = Aa + (1 — N)c, avec A € [0,1], et par convexité de la fonction
exponentielle

eb;c _ e)\aw+(1—/\)cx < AT + (1 _ )\)ecx < 0T + et

(b) e 1€lx,carE (™) = Z P(X=2x)=1
zeX(Q)

e Soit a,c € Ix tel que a < ¢. Montrons que [a,c] C Ix. D’aprés la question
précédente, pour tout z € R, e < e + e, donc e?X < eX 4 X | et comme
les deux variables positives admettent des espérances, alors la variable positive
ebX admet une espérance, donc b € Ix, ainsi I'inclusion [a,c] C Ix. On déduit Ix
est un intervalle de R.
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2. Soit t € R, la variable ' admet une espérance si, et seulement, si la série a termes positifs
(Ae")"

n!

AT . . ¢
E et"je A converge. Or la série exponentielle E converge de somme e*¢ | donc
n!

n=0 n=0
My est définie sur R et
VteR, My (t)=e*
3. (a) Soit k € N, I'application u,, : t €] — a, af— P(X = z,,)e!*" est de classe C* et ,
uP (1) = P(X = x,)zk eton

les inégalités et*n < eltllonl < e@l#nl donnent

u (0] < PO =) el

(b) Soit k € N*. La fonction 1, : € Ry —— ; 0 p_ia o]
zFe(@=P)T ost continue, positive, stricte- ;
o K . V() + 0 -
ment décroissante sur {p_—a,Jroo[ et stric-
M
tement croissante sur [O, p_%} il existe P 0 o k — 0

M=t (55) >0,
Pour £ = 0, la fonction ¢y, : x € Ry >
el@=P)T est décroissante sur R, alors My = 1.

Bref pour tout ¢ €] — a, af et tout n € N,
W (B)] < POX = ) o] €0 = P(X = )0 (j2a]) €750 < MuP(X = ) sl

(¢) e Pour tout n € N, la fonction u,, est de classe C* sur |—a, af
e Soit k € N, on a pour tout n € N, ePl*nl < eron e ot —p p € |—a,,|a,

donc la série a termes positifs E P(X = x,,)|e”!*"! converge et, par suite, la série
n=0

Z ul® converge normalement sur tout segment [—a, a] inclus dans |—a, af

n=0
+oo
Donc, par le théoréme de dérivation terme a terme, Mx = E uy, est de classe C*° sur |—a, af,
n=0

et .
Vit € |-a,af, VkeN, M)(f)(t) = Zxﬁetm"P(szn)
n=0

En particulier pour tout £ € N la série Z 2*P (X = x,,) est absolument convergente, donc X
n=0
admet un moment d’ordre k. Ainsi

vkeN, MP0)=E (X"

4. Dans ce cas My : t —3 e’ A qui est de classe C* et pour tout t € R
M (t) = Aefere =
M;,(0) A
M}/; (t) _ /\2ete)\et7/\ + )\€2t6)\et7)\
MP(0) = M+

Alors E(Y') = Mj(0) = A et par la formule de Huygens koenig

V(X)=E(X?) —E(X)> = M{(0) — M{(0) = A
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Partie ITI: Cas des variables aléatoires & densité

1. Soit t € Ix N Iy, les deux variables e!X et e¢’¥ sont indépendantes, car X et Y le sont.
Comme e et e!¥ admettent des espérances alors, par indépendance, e!X+Y) = etX etV
admet une espérance et

My iy (t) = E (¢!O) = E (eXe) = (") E () = M (6)My (1)

Remarque : Les deux applications ne sont pas forcément égales mais elles coincident sur
Ix NIy
| . it 5 Jstl” :
2. (a) Soit t € R, la série & termes positifs Z o converge de somme /!, donc pour tout
k>0
|st|* , i
ke N*, 2 < esltl ou encore [t*] < ~esltl,
k! sk

(b) Soit k € N*, d’apreés la question précédente

VteR, [tf|< f—;eslt‘ < Sk—,l (e +e)
Soit
i< B o ey
sX

Les deux variables positives e*X et e7*X admettent des espérances car —s, s € ]a, b|,

alors par comparaison, la variable | X|* admet une espérance.

k!
Remarque : On a aussi 'inégalité E <|X\k) < — (Mx(s) + Mx(—s)) qui sera uti-
s

lisée a la question suivante

(c) Soit —oco =ag < a1 < -+- < a, = 400 tels que pour tout i € [0, — 1] la fonction f
est continue sur |a;, a;4+1][. On va appliquer le théoréme de convergence dominée sur
chaque intervalle |a;, a;y1][.

Fixons t € |—s, s]
ko.k

x
e Pour tout k£ € K, l'application fj :  — B (x) est continue sur Ja;, a;41] et

intégrable car E (|X |k) est finie

e La série E J converge simplement sur |a;, a;11[ de somme z — € f(x) qui est
k>0
continue sur Ja;, a; 41

e Pour tout k£ € N, on a

@ip1 aiv1 | ko k
[ intlae = [ S
tk
s
< ﬂk’i(M( M~ (—
< B (Mx(s) + Mx(~5))
1"
S (Mx(s) + Mx(=s))

1"

et la série géométrique du terme général converge. Bref la série du terme

sk

Qi41
général / | fx(z| dz converge

i
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Donc d’aprés le théoréme de la convergence dominée, on peut intégrer terme a terme,
soit

/aai+1 e f(z) dx

i

a;41 T° thk
i k=0

+oo tk Ait1 k
k=0 V&

Ceci vrai pour tout ¢ € [0, — 1], alors on conclut par la relation de Chasles que, pour

+o0 tk
_ k
tout ¢ €] — s, s[, Mx(t) = > E(X*) o
k=0
Remarque : On ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur
R, car f n’est pas forcément continue par morceaux sur R
(d) Mx est développable en série entier en 0, alors elle est de classe C* sur |—s, s[ et

ME () E(xH)
k! k!
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