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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision
les références des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un probléme.

Durée : 4 heures

Probléme

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on désigne par £ = .#,,(R) 'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n a coefficients réels et on note par E* = .Z(E,R), le R-espace vectoriel des formes linéaires
sur I, (une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur R). On rappelle qu'un hyperplan de £
est un sous-espace vectoriel supplémentaire a une droite vectorielle dans £. La matrice transposée de M est
notée ‘M. Si M € E, on note Vect(M) le sous-espace vectoriel de E engendré par M. On désigne par I, la
matrice unité de ., (R) et pour tout s € N, onnote [1,n] = {1, ..., s}.

On définit l'application trace, notée Tr, de E vers R comme suit, pour tout M = (m;;)i<ij<n € E,

Te(M) = > my k-
k=1

L’objet du };robléme est de montrer, dans la partie V, que tout hyperplan vectoriel de E contient au moins une
matrice inversible et dans la partie VI, que tout hyperplan vectoriel de £ qui est muni d’un produit scalaire,
contient au moins une matrice orthogonale.

Partie I
Ftude de quelques propriétés de I’application trace

1. (a) Montrer que Tr est une forme linéaire.
(b) Montrer que pour tous éléments A et B de E, Tr(AB) = Tr(BA) = Tr((*A)(‘B)).
(c) Déterminer la dimension de ker Tt.
(d) Montrer que E = ker Tr @ Vect(Iy,).
(e) Vérifier que ker Tr est un hyperplan de £ qui contient au moins une matrice inversible.
2. Soit ¢ I'application qui, a toute matrice M de E associe p(M) = M + Tr(M)1,.
(a) Montrer que ¢ est un automorphisme de E.
(b) i. Déterminer Eq(p) ={M € E; o(M)= M}.
ii. Montrer que E,,11(p) = {M € E; o(M) = (n+1)M} = Vect(I,,).
iii. En déduire que ¢ est diagonalisable et déterminer les valeurs propres de ¢.

3. Soit J une matrice non nulle de E dont la trace est nulle. On considére ¢ I'endomorphisme de E qui, a
toute matrice M de E associe (M) = M + Tr(M)J.

(a) Vérifier que le polyndome X? — 2X + 1 est un polyndme annulateur de .
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de .

(c) v est-il diagonalisable ? Justifier la réponse.
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Partie II
Un premier résultat préliminaire

Soient F' et G deux espaces vectoriels de dimensions respectivement finies p € N* et m € N*. Soit « une
application linéaire de F vers G, de rang r tel que r € N. .#,, ,(R) désigne 1'espace vectoriel des matrices a
coefficients réels, a m lignes et p colonnes.

1. Soit F; un supplémentaire de keru dans F, on consideére l'application v : F; — Im(u) telle que
x — v(z) = u(z). Montrer que v est un isomorphisme.

2. On suppose que 0 < r < min(p, m) et on note Z = (ey, ..., e,) une base de F, telle que (eq, ..., e,) soit
une base de Fj et (¢;41, ..., e,) une base de ker u. On pose, pour tout entier naturel i € [1,7], &; = v(e;).

(a) Montrer qu'il existe une famille (¢,.41, ..., £m) de vecteurs de G, telle que la famille € = (g1, ...,em)
soit une base de G.

(b) Déterminer Matg «(u), la matrice de u relativement aux bases % et .

3. En déduire que pour toute matrice M de 4, ,(R), si 0 < r = rg(M) < min(m,p), alors il existe
deux matrices inversibles S et T respectivement de .#,, (R) et .#,(R) telles que M = S.J,, , T~ ' avec

Im.pr = ( IOT 8 ) € Mm p(R) et I, 1a matrice identité de .#,. (R).

4. Quelle est la forme de la matrice Jy, p », dans chaque cas suivant, (0 <r=p <m), (0 <r=m < p),(
0 < r =m = p)? Justifier la réponse.

Partie III
Un deuxieme résultat préliminaire

Soit L un espace vectoriel sur R de dimension finie s( s € N* ). Notons L* = Z(L,R) l'espace des formes
linéaires de L. Soit # = (l4, ..., ls) une base de L. On note, pour tout i € [1, s], [ 1a forme linéaire sur L définie
1 sii=j

de la facon suivante, pour tout entier j € [1,s], I7(I;) = 6/ ot & = { 0 sinon

, le symbole de Kronecker.

1. Montrer que #* = (I3, ..., 1¥) est une famille libre de L*.

2. Soitx € Ltel que z = Z r;l;, montrer que, pour tout j € [1, s], I3 (z) = z;.
i=1
3. En déduire que #* est une famille génératrice de L*.

4. En déduire la dimension de L*.

Partie IV
Une caractérisation d’une forme linéaire sur F

Soit A une matrice de F, on définit 'application ¢4 de E vers R, de la fagon suivante, pour tout M de E,
¢a(M) = Tr(AM).
1. Vérifier que ¢4 est une forme linéaire sur £.

2. Soit h I’application définie de F vers E* par A — h(A) = ¢4.
Soit (i, j) € [1,n] x [1,n], une matrice élémentaire E; ; = (elkyl)lgk_’lgn IS //[n(R) est définie comme suit,
pour tout couple d’entiers (k, 1) € [1,n] x [1,n], ex; = 6.6, (5}, (resp. §7) est le symbole de Kronecker
qui est défini dans la partie III).
(a) Vérifier que h est une application linéaire.

(b) i. Onpose A= (ar,i)i<ki<n € #n(R) etsoit (¢,7) € [1,n] x [1,n], calculer ¢4 (E; ;) en fonction
des coefficients de la matrice de A.

ii. En déduire que h est injective.
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(c) En déduire que h est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Partie V
Tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible
Soit H un hyperplan de E.
1. Montrer que pour toute matrice A non nulle de £ qui n’appartient pasa H,ona E = H & Vect(A).

2. Montrer qu'il existe une matrice B de F telle que H = ker(¢p).

o ... ... 0 1

1 0
3. Onnote r = rg(B) et on considére la matricede £, P, = | 0

0 0 1 0

(a) Montrer que P; est une matrice inversible.

7’11:1511§’L§T

. . Montrer
r;,; = 0 sinon

(b) On suppose que 0 < r < n et onnote R, = (7 ;)1<i j<n , aVeC {

que P; appartient a ker(¢g,.).

4. En déduire que tout hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible.

Partie VI
Tout hyperplan de E contient au moins une matrice orthogonale

L’espace vectoriel £ étant muni du produit scalaire défini comme suit, pour toutes matrices M et N de E,
(M|N) = Tr(*M N). On rappelle que le groupe orthogonal et I’espace vectoriel des matrices symétriques de
E sont notés respectivement 0,, = {M € E; ‘MM =1I,}etS, ={M € E; 'M = M}.

Soit NV un élément de &), on définit 'application 6y de E dans lui-méme comme suit, pour tout P de E,
On(P) = NPN.

1. On pose A= (ai,j)lgi,jgn etB = (bi,j)lgi,jgn deux éléments de E.
(a) Montrer que (A|B) = Z ai_,jbl-_,j.
i=1i=1
(b) Vérifier que tout hyperplan de E est I'orthogonal d’une matrice ¥ non nulle, cet hyperplan sera
noté J%4 .

(c) Montrer que pour toute matrice orthogonale N de E, f est un automorphisme d’algebres de E.
(d) Vérifier que pour toutes matrices N; et Ny orthogonales de E, O, o O, = On,n,et (On,) " = Ouy,.
2. Montrer que pour toute matrice orthogonale N de E, 6y est une bijection de &, sur lui-méme.
3. Montrer que pour toute matrice orthogonale N de E, 6 est une bijection de .7, sur lui-méme.

4. Soit Y une matrice non nulle de E, P un élément de E et N une matrice orthogonale de E, montrer que
la matrice P appartient & 7% si et seulement si 6 (P) appartient a 7, (y).

1
5. On suppose dans cette question que n est pair. Soit Y un élément non nul de £. On pose Y = 3 (Y +'Y).

(a) Montrer que 0, N .7, N & = O, NS, NI,

(b) Montrer qu'il existe une matrice orthogonale U de FE telle que Y’ = 6y (Y5) soit diagonale.

0o ... 0 1
(c) On consideére la matrice suivante ) = 0 de E, vérifier que Q € 0, N .7, N 5.
1 0 0
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(d) Montrer que 0 (Q) € O, N .7, 5.

(e) En déduire que si n est un nombre pair, alors tout hyperplan - de E contient au moins une
matrice orthogonale et symétrique.

6. On suppose maintenant que n = 2p + 1 o1 p > 1. On rappelle qu'une matrice orthogonale est positive
si son déterminant est égal a 1. Soit Y une matrice non nulle de E.

(a) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale U de E, telle que les éléments diagonaux di 1, d2,2, ..., dn n
de D = HU(Y) vérifient |d171| < |d272| <..< |dn,n|

(b) Sid,,, =0, déterminer dans ce cas, une matrice orthogonale et positive appartenant a .743-.

(c) On suppose que d,, », # 0 et on considere la suite (ex)1<r<n définie de la fagon suivante, pour tout
entier k tel que 1 < k < n, ¢, estle signe de dj, j, si di # 0, eter, = 1sidy, =0.
Soit P' = (p} ;)1<i,j<n, la matrice carrée diagonale d’ordre 2p — 1, telle que, pour tout entier k,
1<E<2p—1,p}; = (—1)*e). On pose aussi, pour tout réel q,

[ egpcosa —egpsina (P 0

Ao = < Eopt1SiDa  E9py1 COSX > #2(R) et Po, = ( 0 A, € Mopr(R).

i. Vérifier que P, est une matrice orthogonale.

ii. Montrer qu'il existe trois réels a,b et ¢ dépendant de (dy i)i<k<n, dop+1,2p, dop2p+1 €t de
(ek)1<k<n tels que (Py|D) = acosa + bsina — ¢, avec a > 0.

iii. Soit 8 un réel tel que sin 5 = — % etcos 8= b
‘ T R

On suppose dans cette question que |c| < a.
Montrer qu’il existe au moins un réel « tel que va? + b?sin(a + ) = c.

iv. Soit (an)n>1 une suite croissante de nombres réels positifs. Montrer que pour tout entier p > 1,
2p—1

0< X (- ag < agp + agpya-
k=1
v. En déduire qu’il existe un réel oy tel que (P,,|D) = 0.
vi. En déduire que la matrice 8« (Pa,) € O, N 4 .

vii. Etablir que si n est un nombre impair, alors tout hyperplan %4, de E contient au moins une
matrice orthogonale et positive.

FIN DE L’EPREUVE
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