CONCOURS NATIONAL COMMUN - SESSION 2017 - FILIERE MP

Epreuve de mathématiques I
Correction

Exercice

1
Calcul de la somme de la série de Riemann Z —
neN*

T(x
1. Une intégration par parties, montre que, pour tout k € N*¥, / <2 — x) cos(kz)dx =
0 T

2. (a) Puisque z €]0, 7|, alors e # 1 et par conséquent :

m inx
2 :einx _ i l—e
1—ew
n=1
nx —inx ine . ne
_ €2 €2 —e?  int1)z ST
= ¢ iz —ix T e A T
ez ez —ez S 5

(b) D’apres ce qui précede, on a:

nx

x
m n_ cos(n + 1)— sin
Zcos(kx) = Re <Z eZkt> = 2 2

iz
Sin 5
k=1 2

3. Une intégration par parties donne

/07r Y(t) sin(max)dr = % [U)(O) cos0 — f(m) cos(mm) + /07T Y () cos(m:c)dx} )

En utilisant I'inégalité triangulaire, le fait que V¢ € R, |cost| < 1 et I'inégalité du cours

INE

™
/ |4|, on obtient la majoration
0

™ . 1 T
/0 P(x) sin(ma)dz| < ] <|1/)(0)| + [ ()] +/0 |¢’(ﬂf)!dw> :
donc une inégalité de la forme / (x)sin(mz)dx| < \SL|' o1 C' est une constante indépendante
0

de m, ce qui permet de conclure.

4. T est clair que g est de classe ¢! sur |0, 71] et que Va €]0, 7],

e lim g(x) = —1= g(0), donc g est continue sur [0, 7]
z—0t

1
. lim+ gt = o donc g est dérivable en 0, donc de classe ¢! sur [0, 7], d’apres le théoréeme du
z—0 s

prolongement de la dérivée.
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m m
1 ™ 2
5. (a) D’apres la question 1., on peut écrire nzz:l 3= /0 (;T — a:) nzz:l cos(nz)dz, mais

m cos(m + 1)gsin% 1 1sin(2m+ 1)%
Z cos(nx) = 5 =5ty
n=1 2 sSin (*)

. x
m —
1 [T (a? —1 15n@m+ 1) [T (2m+ )
done = [ (5 0) |5ty 2| = [ e P
n=1 S1n (5) 0

(b) On obtient, en utilisant le résultat de la question 3.

o0 m
1 . 1 w2 . g . 2m+ Dz 2
Zﬁ = n%gnoozﬁ =% —i—n}gnoo ; g(x)sm#dx =5
n=1 n=1
6. (a) Posons un(x) = m pour tout z €]0,4+00[. Ona 0 < wu,(x) ~ ;ﬁ Donc la série

Z up(x) converge pour tout z > 0.
neN*

(b) On a Vz €]0,+00[, 0 < up(z) < donc la série converge uniformément sur |0, oo et

< 2
1 1
comme VYn > 2, li = — et la série E —— converge, alors, d’apres le théoréeme
"= x—1>r—&I-100 tn (x) 2n2 2n2 & P
neN*
=1 2
d’interversion des limites, i = — = —.
:L’—1>I—&I-100 (p(x) nz—:l 2n2 12

Probléeme 1

Partie 1 : Exemples

1. La fonction t — e(~@~"®) est intégrable sur |0, +-0o[ car —a — nz < 0, donc ¢, € .Z, etona:

+o00 1

a+nx

2. Onutilise e™* = C(t)+iS(t). Ona |[e™te | = 7@ donc t + (™~} est intégrable sur [0, +00],
donc il est de méme pour les applications C' et S. On effectue les calculs avec = > 0.

oo (w—na)t 15 _ 1 _ nx+iw
e dt = — = — 5 5+
0 nr—wmw w4+ ne

D’ou na w
MO = e & W = e

Partie II : Comportements asymptotiques
1. (a) Soit M > 0tel que Vz >0, |f(z)| < M.On adonc |f(t)e | < Me ", donc

+oo M
vz > 0, [ a(f)(x)] < M/ ety = M
0 nr

Donc lim A,(f)(x)=0.

T—>—+00
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(b) Soientz > 0, A € R* ,onat > f(t)ett — e % sont €' sur [0, A], donc une intégration par
parties donne

A A
/ —nxt 34 __ e—na:A _ nr et gt
(ﬂ[:fwe dt = [f(A) 0] + [:ﬂw dt

[’ étant bornée, donc [’ € ., alors la relation () précédente permet d’affirmer que

+00 +o0
/ f(e ™ dt = —£(0) + na / f(t)e ™ at.
0 0

ou encore

M f)(@) = nz A (f) — £(0)

7 N . o _ . ! _ Vi A_A; . _ f(o)
D’ou mll}r_{loo nx Ny (f)(xz) — f(0) = xgrfw%(f )(z) = 0, cest-a-dire xgrfmx%(f)(x) =
2. (a) Comme tllgl f(t) =1, alors il existe A > 0 tel que |f(x) — | < 1 pour tout z > A. Sur le segment

[0, A] f estbornée par un certain M > 0, doncVz € R, |f(z)| < max(M, |l|+1). Donc f est bornée
sur [0, +o0].
(b)  i. Il suffit de considérer le changement de variable u = xt.
ii. la fonction f est bornée sur [0, +oc[, donc pour z > 0 la fonction t — f(t)e "*" est inté-
grable sur |0, +oo|. Ecrivons

+o00
wMﬁm—l=A £(f(t) — De ",

n

Soit M un majorant de ¢t — | f(t) — | sur [0, +-o00[. Pour tout A > 0, on peut alors écrire

() () —

n

IN

/0 ! we "t (F(t) — l)dt‘ +

/ o we " (f(t) — l)dt’

A

A
< M/ xe "t 4
0

/ o we " (f(t) — l)dt’

A

Soit € > 0, fixons A > 0 tel que |f(t) — | < e désquet > A, donc

! M —nxA € —nzA
_ <=1 = e
TH(D)@) = —| £ (1= ey 4 S,
et par conséquent
. l
i%:c%(f)(w) S

1 oo —n
3. Onag, = 4(f) <n n 1> = /0 f(t)enTidt. La suite de fonctions de terme général f,, : ¢t —

—nt
f(t)en+1 converge simplement sur |0, +oo| vers la fonction intégrable ¢ — f(t)e™!, et dominée par la
fonction intégrable t — | f(¢)|, donc d’apres le théoreme de la convergence dominée, (g, )ncn converge

et
“+o00 “+oo

lim g, = lim f(t)e%rnltdt = f(t)e tadt.

Partie III : Quelques propriétés de .4,
1. (a) On a . liin tme=5" = 0, donc il existe B > 0 tel que pour t > B, tme=3" < 1 ou encore
——+00

—nxt

tmefnxt S e 2 .
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(b) Vt > 0, |gm(t)e ™| < |f(t)le 2" etla fonction t — f(t)e 2 est intégrable sur |0, +oo[ ( f € .Z
), donc il est de méme de la fonction ¢ — g,,(t)e~"*!, donc g,, € .Z.
2. Soit f € .Z. On va utiliser le théoréme de régularité des intégrales a parametres.

o Vt €]0, +oo[, x — f(t)e " est de classe € sur |0, +-00[, de dérivée m-ieme x — (—nt)™ f(t)e "%t =
(=)™ g (£)e .

o Vx €]0,+00[, t = (—n)"gy(t)e " est continue sur |0, +o0|.

e Vz € [a,+oo[ (a > 0) Vit €]0, +00[, Vp € N*, [(—n)" g, (t)e ™| < |f(t)]e_n7at. Enfin, le majorant est
intégrable sur le segment |0, +-oo[ car f € .Z.

Le théoreme s’applique sur tout intervalle [a, +00], donc .4, est de classe €™ sur |0, +oo] et Va > 0,

Vk € N*,ona:

+oo
M) (@) = (—n)* /0 5 F(£)e"odt = (—n) A (gi)-

3. (a) Soientz € R*, A€ R, onat+> f(t)ett — e * sont ¢ sur [0, A], donc une intégration par
parties donne

A A
* ") e Tt qt — e—na:A - n e~ g
) /0 F(Hemtdt = [£(A) F(0)] + /0 F(t)e et

f" étant dans .Z, alors la relation (x) précédente permet d’affirmer que

+oo +o0
f (e ™t dt = —f(0) + nx/ f(t)e " dt.
0 0
ou encore

() (@) = nz A (f) — £(0)

(b) D’apres la question précédente, pour tout > 0,on a:

Al f) (@) = nz () = £(0) = na(nz A (f) — £(0)) = f/(0) = (nz)* A (f) — nzf(0) — f(0).

4. Montrons le résultat par récurrence. La propriété est vraie pour k = 1. Supposons qu’elle est vraie a
I'ordre k. On a d’abord

M(fP) (@) = naty, (FFD) — fED(0),

d’apres I'hypothése de récurrence on obtient :

k—1
%(fk)(l“) = nx ((nl’)k_l)%(f)(x) — Z(nx)i—lfk—l—i(0)> B f(k_l)(O)
=1
k
— (nkaV anzlsz

=1

D’ou1 le résultat.
Partie IV : Injectivité de .1/,

1. (a) En effet, puisque tout polynome est combinaison linéaire de mondmes, on a pour tout poly-
b

nome P : / P(t)h(t)dt = 0.
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(b) D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une suite de polynémes (P,),en qui converge
uniformément vers h sur [0, 1]. On a alors pour n € N :

b b
0< / (h(a))de = / (h() — Pu(x)) h(z)dz < (b — a)[[h — PllsollAlloc

b
Comme la suite (||h — Py||oo)nen tend vers 0, on déduit que / (h(x))*dz = 0, d’ot, puisque h
est continue sur [0,1], h = 0. ‘
2. (a) Soitx €]0,+oc] et k > 0, alors :

M(HA+E) = / +Ooe’"(1+k)tf(t)dt
" B 0
+oo
= / e " f(t)e "R dt
O—i—oo
= / R (t)e "Fdt
0

+o0
[e ™™ Ry ()] + nk / ho (t)e "k dt
0
car lim e " p, (t) = 0 ( h, est bornée sur |0, +-ocl.)

t——+o00

(b) Soitk € N*.Ona:

B /0+oo e (D (1)t = (k+1) /01 iy <‘lnu) au.

1
/ ukhn <_lnu> du = 0.
0 n

(c) Soit g 'application définie sur [0, 1] par :

hn <—h”‘> si u €0, 1]

en posant u = e~ "*. D’otl

a

/+ e " f(v)dv si u=0.
0

1
est continue sur [0, 1] et donc Vn € N, / u"g(u)du = 0 et d’apres le théoreme de Weierstrass

0
g est nulle sur [0, 1] et donc h,, est nulle sur |0, +oo.

3. Soit f € Z tel que A4, (f) = 0, en particulier .4, (f)(1 + k) = 0 pour tout £ € N. Comme dans
les questions précédentes h,, = 0 et donc V¢t > 0,0 = Al (t) = e "™ f(¢), on conclut que f = 0 sur
[0, +o0.

Partie V : Application au calcul de I'intégrale de Dirichlet

1. Puisque g est continue sur [0, +oo], il suffit que son intégral sur [1,+oo[ converge. A I'aide d'une
intégration par parties, on a pour toutxz > 1:

/ (Bt = — cos(wx) L cosw 1/ cos(wt) gt
1 w1

wx w 12
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—cos(x) cosw  cosw

D’une part, lim + =
r—>r+00 wx w w
cos(wt ) cos(wt 1
D’autre part, t — t(zw ) est intégrable sur [1, +o0], car t(QUJ)' < 2 donc
x t o0
lim cos(2w ) :/ COS(;Um)da:.
z—+o0 Jq t 1 x
sin(wt)

T +o00
Il en résulte que lim / g(t)dt existe, donc l'intégrale / dt est convergente.

+oo ,sinwt 1
2. (a) Posons ®,, : x — / e ™ Tdt. Montrons que ®,, est ¥ sur |0, +00], en effet, posons
0

sin wt 0
gn(w,t) = 6_"“T. Ona %(z,t) = —ne "sinwtetsiz>a(a>0)ona
X
'ag

ax(x,t)‘ < ne ",

ceci prouve que ®,, est € sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur ]0, +oo] et

/ +eo t . nw
q>n($) = —n/o e " sinwt = —'I’L%(S)(Iﬂ) == —m
inwt 1
Donc @, (z) = c—arctan (2£).Or lim ®,(z) =0, car —nat LW < e ™t etdonc |®(z)] < —,
T—+00 t nI

LT _ _T_ nr
a1n51c—§,doqu>0, M(9)(x) = Pp(x) = 5 arctan(w).

(b) i Soit G(z) = /
0
donc bornée sur [0, +o0o[. Pour tout x > 0, la fonction ¢ — G(t)e "* est intégrable sur

10, +o0[ et . ligl G(t)e "*' = 0, donc par une intégration par parties
—+00

T sin wt

dt avec x > 0. G est € sur [0, +0o[ et admet une limite finie en +oc,

+o0 +oo
Vo >0, / g(t)e " dt = nx G(t)e ™ dt
0 0
d’ott
(xx) Vo >0, An(g)(x) = netn(G)(z)

ii. La transformée .4, (G) est définie au moins sur |0, +oo[ et continue sur |0, +00] : en effet,
si on fixe ry > 0, la fonction ¢ — G(t)e~*0! est intégrable sur |0, +oo[ et une domination
évidente montre la continuité de .4;,(G) sur [xg, +00[. Grace a (xx), on déduit la continuité
de 4;,(G) et donc de 4;,(g) sur |0, +o0.

En fin

+o0o
il9)(0) = /0 g(t)dt = lim_G(t) = lm neA(C) = lim i () (@)

t——+00 z—0

Ceci est équivalent a lin%] ®,(x) = ®,(0), alors
T—

+00 o t
/ sin w df — 2
0 t 2

Partie VI : Application a la résolution des équations différentielles
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k
1. On sait que A7, (f*)(z) = (nz)* 4, (f)(z) — Z(n:p)i_lf(k_i)(O). Appliquons la transformée .4;, a
i=1
I’équation différentielle (E), on obtient donc :

m m k
Zam i(nx) k</V ZZ (0) + amAn(y) = An(f)(@)
k=1 k=1 1i=1
m k
11 suffit de prendre ¢y, ;n ( Z Crm—i na:) + am et pnm—1( Z Z (0) ce sont des
k=1 k=1 1=1

polyndmes en de degré respectivement inférieure a m et m — 1.
2. Soit y une solution et F' = .#{(y). On a

My ) (@) = 2M(y)(z) —y(0) = 2F(z) — 1

et
My") (@) = 2*F(x) = (zy(0) + ¢/ (0)) = 2° F(x) — 2 -2

on a donc par linéarité de . 4]

M(Y") (@) + 3M () (@) + 241 (y) = 241 (e 7 1) (x)

donc 9
(22 +3z4+2)F(z) —z—5= 3
x+§
donc
2?24 Br4 L2 8 1 8 3
Flg) — 2 2 _ 4 _ = H#(8et 4+ e 2 _8e 2t)(x
(@) (x+1)(x+2)(m+%) r+1 (z+2) x—i—% i ()

par l'injectivité de .47, on obtient
y(t) =8e '+ e 2 — 8e 3!,
3. Soit y une solution et F' = .#5(y). On a
oY) (@) = 22M(y)(x) — y(0) = 20F (x) —

et
No(y") (z) = 422 F(z) — 22y(0) — ¢/(0)) = 42’ F(2) — 2z + 3

on a donc par linéarité de .45

o (y") (@) + 4420y ) (x) + 3o (y) = Aa(sint)(x)

donc 1
2 _
(4x +8x+3)F(x)—2x—1—m
donc
1+ (1+22)(1 + 42?) i 0, %t L, 19 5 1 1
Flz) = = = = —e %" — —cost + —sint
@) = TG s+ T2 34201tz 3¢ tap¢ —gosttgpsint) @)

par l'injectivité de .45, on obtient

_1 9 a1 t—i—ismt
4¢ T2 TET 1
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4. En appliquant la transformée .47 a (S) on obtient

(= DM @)+ (4 D)) 2=
(@ 4+ 8) A1) ) + (204 D)) (@) —2 = 1o
D’ou 1
H(1p)e) = Ty = A (sint)(a).
Donc
ya(t) = sint,

et puis, par soustraction,

(5cost +4e 3 —yh(t)) = e + cost.

Probléme 2

Partie I : Quelques prpriétés de la fonction génératrice et quelques exemples

yi(t) = %

1. OnaVt e [-1,1], Vk € N, |p(X = k)t*| < p(X = k). La série de terme Zp(X = k) converge,
keN
et sa somme vaut 1. Donc le théoréme de comparaison des séries a termes positifs nous permet

d’affirmer que la série Z p(X = k)t* converge absolument. Or la convergence absolue entraine la

keEN
convergence. Donc la fonction génératrice est au moins définie sur l'intervalle [—1, 1].

2. Gx est une fonction définie par une série entiere, donc les coefficients du développement de la
série sont définis d"une maniére unique par les relations :

a(0)
k!

VkeN, p(X =k) =

3. (a) Si X suit une loi de Bernoulli de parameétre p, alorson a:

1
VteR, Gx(t) =) p(X =k)tF =1 —p)t®+pt=pt+1—p.
k=0

(b) Si X suit une loi binomiale #(n, p), alors, pour toutt € R, ona:

n n n - n n o .
Gx(t) =Y p(X =kt =" <k>p’“(1 —p)" R =) <k> (pt)* (1 —=p)" * = (pt+1—p)".
k=0 k=0 k=0
(c) Si X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1], alors :
o X () =N*;
e VkeN,p(X =k)=(1-p)*!p
Donc
o oo o t
Ve [-1,1], Gx(t) =Y pX =k)tk =S "(1—p)tpth = LSt —pr)h =
[~1,1], Gx(t) ;p( ) ;( p)*p 1_p;( P =
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CONCOURS NATIONAL COMMUN - SESSION 2017 - FILIERE MP

4. Supposons que X admet une espérance E(X). On a, pour tout t € [0,1]:

Gx( Ztk Zp
k=0

= i(t— DA +t+2+ -+t Hp(X = k).

k=0
Donc :
Gx(t)—Gx(1) <« 2 k-1 _
- => (At 4+t p(X = k).
k=0
Ensuite :
Va,b € [0,1] agb:>ai<bi

k
Za < sz
=0
k [e's)
= Z (Z ai) p(X =k) < (Z bi) p(X =k)
k= =0 k=1 =0

N Gx(a) -~ Gx(1) _ Gx(b) - Gx (1)
a—1 - b—1 ’

Gx(t) — Gx(1)
t—1

donc la fonction ¢ — est croissante sur [0, 1[. De plus :

k termes

= Z kp(X =
k=0

— B(x).

k=0
_Z(1+1+1+ +1>p(X:k)

Gx(t) - Gx(1)
t—1
une limite fini pour ¢ tendant vers 1 par valeurs inférieures . Ce qui montre que G'x est dérivable a

gauche en 1.

La fonction t —

étant croissante et majorée par E(X) sur [0, 1] admettra donc

Inversement, supposons que G'x est dérivable en 1, alors :
vt e [0,1] Zp X = k)k.tF1

Et par conséquent :
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Zp Kk x 1571 =Y "kp(X =k) = B(X).
k=1
5. Onavuque, Vt € [0,1],

= ip(X = k)k.tF!
k=1
— ip(X = k)k(k —1).t"2.
k=2

Et donc:

G (1 Zp 1).1F2 = Zk: —Dp(X =k)=E(X(X —1)).

Par conséquent :

6. L'espérance de X est donnée par la formule, avecg =1 —p

- - INAY p p
szp(XZk)szkq’“_l=p< > = 5=
— pt 1—gq (1-9? ¢
Calculons maintenant V(X)) la variance de X : On a
=Y Kp(X =k)=p) K¢
k=1 k=1
Ecrivons k2 sous la forme k? = k(k — 1) + k. Alors

i B 00 B 1 1" 9 9
=pg® > k(k—1)" 2 +pgd ke = <1 ) - =
k=2 —4q (1-q)

k=1

2
Dou V(X) = i + 2 Nous en déduisons la variance de X :
p? q

V(X)=EX(X-1)+EX)-EX)*==5

2 p ¢ 1-p
»? q '

Partie II : La fonction génératrice d'une somme de variables aléatoires
1. On a, par définition, Gx, 1 x,(t) = E(tX11X2) = E(t:t5) et les variables aléatoires t;* et t5° sont

indépendantes, donc Gx, +x,(t) = Gx,(t).Gx,(t) = G%(t). D’ou la propriété est vraie pour k = 2.
Supposons la vraie pour k. On a alors
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k+1
Grn W) =Gy O =Gy (1).Gxp, (1) HGX )-Gxn (B) = HGxi(t) = G% ().

ZXi ZXi + Xpt1 ZXz
i=1 i=1

=1

Et la propriété est vrai pour k + 1. La propriété est donc vraie pour tout k € N*.
2. (a) La variable aléatoire N étant a valeurs dans [1,n], la famille (N = k)jc[1,, est un systeme
complet d’événements. Utlhsons la formule des probablhtes totales :

Yy € Y(Q), ZP =y, N = —Zp = y/N = k)p(N = k). D’'ot

EY) = ) ¥ =y

yeY (Q)
= Y y> p(Y =y/N=kp{N =k)
yey (Q) k=1

= Z p(N=Fk) >  yp(Y =y/N=k), carY(Q) estfini
= yeY ()

= Zp E(Y/N = k)

(b) Par définition, on a:

0 k
vt € R, E(t°/N = k) th —j/N=k) =Y tp (Z X;= j) = x4 Xototx, (1) = G5 (1).
i=0

i=1

(c) On an d’apres la question 2. a) de cette partie :
VteER, Y p(N=k)G Zp E(t°/N = k) = E(t%) = Gs(t).
k=1
(d) D’apres l'égalité précédente, on a vVt € R,

= p(N =k)(Gx(t)" = Gn(Gx(t) = Gy o Gx(t),
k=1

d’ou:
Gs=GnoGx.
3. OnaGy(1) = Gy (Gx(1).G'x (1) = G\ (1).G'x (1) ou encore E(S) = E(N)E(X).

Partie Il : Application

1. (a) N suit une loi de Bernoulli de parametre 1 : N(2) = {1,2} et p(N = 1) = p(N = 2) = .

(b) La variable aléatoire S/[N = 1] suit la loi uniforme sur {1,2,3,4}. Dot :

7 1121314

p(S=i/IN=1) | ;|1

1
1

N,
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Notons X le résultat du premier lancer et X» le résultat du deuxiéme lancer lorsque N = 2.
X1 et Xy suivent une loi uniforme sur {1,2,3,4}, alors :

VtER, GXl() GX2 Ztk

Si X, et X5 sont indépendantes alors

Gs(t) = Gxyix,(H) = Gx, (NG x, (1) = 5 — (¢ + 26 + 3t* + 465 + 30 + 267 + £7) .

On en déduit la loi de probabilité de S lorsque N = 2:

k—1 —k
) 2134|5678
p(S=i/[N=2)) |15 | 16 | 16 | 16 | 15 | 15 | 16

(c) Onad’abord S(Q2) =[1,8]et(S=1i)=(S=1iN=1)U(S=1i,N =2),donc

p(S=i) = p(S=i,N=1)+p(S=1i,N=2)

1
= 5 [p(S=i/IN =1]) +p(S = i/[N = 2))]
Doulaloide S:
i 1/2|3|4[5|6|7]8
pS=0) |5 |5 % |n|5|% |6 |
8 2
Ny 1O _ p(Q2y _ 2 30 [15\" 55
OntrouveE(S)—Zzp(S— = etV(8) = B(S?) - (E(9)) =5 <4> =T

2. (a) X suitla loi uniforme sur I'ensemble {1, 2, 3,4}.
1 1
(b) On sait que vt € R, G (t) = 5 (t + tH)etGx(t) = i t2 413 41t
Dou Vvt € R,

Gs(t) =
1
= 3 ( t+t2+t3+t4)+16(t+t2+t3+t4)2>
= = A e L Epy L JE R L L)
8+32 +6 32 +8 +32 +16 +32
15
(c) La loi de S est donnée par les coefficients du polynome Gx en t. E(S) = Gg(1) = 7 et

4 4 4 16

V(S) = G4(1) + Gh(1) — (@s(1)? = 2+ 22 (“’)2 _55
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