Un corrigé du CNC 2017 Maths-2-  Filiere MP

1. VA, B € M,,(K), |AB||« < [ Alloo | Bll oo
Pour tous i, j, (AB)i; = Y _ aixbx.j, donc [(AB)i ;| <Y la; kllbk ;

Mr : HAMANI Ahmed

] Partie |
Etude de quelques normes sur M, (K)

n

< nf|Alloo[| Bl

k=1 k=1
et la passage au max entraine que ||AB||« < 1|4 o || Bl co-

2. NX)< | > NE) | 1X] -

(b)

1<i,5<n

Soit X = > ", ;E/, du fait que Vi, j, |2; ;| < || X||~, on obtient,

N(

,J

X><Z|xi,j|N<Ez><< > N(Ei‘)) X e

1<i,5<n

Posons pour la suite k = > N(EY).

1<4,5<n
N : (Mp(K),|.llec) — (R, |.|) est continue.
Soit X, Y € M, (K), IN(X)—N(Y)| < NX -Y) <k||X —Y|, donc N est k—lipchitzienne et par
suite elle est continue.

i. Existence de X, tel que VX € S, N(Xy) < N(X).

Lapplication N est continue sur la sphére S., qui est compacte comme fermé borné en dimension
finie, donc N est bornée et atteint sa borne inférieure sur S, ce qui assure I'existence de X, € S
tel que Xnéisn N(X) = N(Xy), et par suite VX € S, N(X) > N(Xp).

Existence de o > 0 tel que o/|.[.c < N.

. X X .
Soit X € M,,(K) non nul, alors Xl € S», donc N (XH) > N(Xy) et par suite
VX € M, (K)\ {0}, N(X) > N(Xo)|| X || inégalité encore vérifiée pour X = O,

a = N(Xj) est strictement positif du fait que || X[/ = 1.

Toutes les normes sont équivalentes sur M, (K).
Soit N une norme sur M,,(K), on vient de montrer que «||.||cc < N < k||.||s, donc toute norme N est
équivalente a ||.|| et par transitivité, toutes les normes seront équivalentes sur M., (K).

Existence de 5 > 0 tel que N(AB) < nf||Allco || Blloo-
N ~ ||, donc 33 > 0 tel que N < .||, ce qui donne par l'inégalité de la question 1,
VA, B € My(K), N(AB) < B[|AB||oc < 18| Allool|Bl -

Existence de «.
De la question ¢, qui précéde, on «||.||.c < N, donc avec I'inégalité précédente, on auraVA, B € M,,(K),

N(AB) < n%N(A)N(B).

(c) Existence de v > 0 tel gie y/Nest une norme sous-multiplicative.

4. (a)

Le réel v = @ répond a la question.
«

Existence de || A]|.
Lapplication X — AX est continue comme application linéaire en dimension finie, donc 3k > 0 tel

que VX € M, (K), N(AX) < kN(X), donc I'application X — N(AX) est bornée sur M,,(K)\ {0},

N(X)
ce qui assure I'existence de || A]|.
i. |A]l= sup N(AX).
X/N(X)=1

Notons Sy la sphére unité associée a N.
Linclusion Sy ¢ M,,(K) \ {0} entraine que sup N(AX) < ||A].
XeSn



(b)

€ Sy, donc N(AX) = N(AY) < sup N(AX),

Réciproquement si X € M, (K 0},Y = <
proq (K)\ {0} N{X) Jup

X
N(X)
ce quin donne par passage au sup, [|A| < sup N(AX).
XeSn
iii. ||.]| est une norme sur M, (K).
- Soit A € M,,(K) tel que ||A|| = 0, alors VX € M, 1(K), AX = 0, en particulier Ae; = 0 pour tout
vecteur de la base canonique de M, ; (K), donc les colonnes de A sont nulles, et par suite A = O,,.
-Soit A € M,,(K)et X € K, alors |[AA|| = sup {N(AAX)} = sup {|A\IN(X)} =|A|] sup {N(AX)} =
XeSn XeSn XeSN
IALIA]-
- Soit A, B € M, (K), alors VX € Sy, N((A+ B)X) = N(AX + BX) < N(AX) + N(BX) <
|A|l + || B]| et par passage au sup, on obtient | A + BJ| < || 4] + || B
i VA € M, (K), X € M1 (K), N(AX) < [|A|N(X).
: X N(AX) .
X K I Y = —— ——~2 = N) < ||A
Soit X € M, 1(K) \ {0}, alors NX) NX) (Y) < ||A|l et par suite
N(AX) < ||A|IN(X), inégalité encore vraie pour X = 0, on conclut que N(AX) < || A||N(X).
ii. Déduire que VA, B € M, (K), ||[AB| < ||A]|||B].
Pour tout X € M,, 1(K), N(ABX) < [|A||N(BX) < [|A]||| B||N(X), donc

N(ABX)
AB|| = sup ———— < ||A]||| B]-
48] = sup =55 < 4118

€ Sy, donc

Partie Il
Suites de matrices

1. (Am)m converge vers A ssi, (a (’”)) converge vers a; ; pour tous i, ;.

lim A,, = A ssi, |An — Al — 0 ssi, ma_x|aij — a;;| — 0 ssi, Vi, 7, |a§7?) —a; ;| — 0 ssi, Vi,7,
1,] > ’
(m) — ai.
2. (a ) Existence de C,, et 0,,,.
/ a? 1 a?/m? T 1
n 'm = 1/1 , = 1, donc 39,, —, —[ tel = 0,
On pose C 3 ) ) donc €] - 5 2[ tel que - cos(0,,) et
a/m cos(0,)  —sin(6,,)

CT)’L
ou on a posé pour § € R, R(A) = (

= sin(6,,), Poll Ay, cm< o) cos(o.] > = CrR(0,)

cos(0) —sin(0) )
sin(0)  cos()
La limite de (A™),,.

m

m a? a? 1 o
Am = m m o — —_— 1 —_— = _— —_— 1 = ) _— ~
m = CMR(mb,y,), or CJI' = exp ( 5 In(1+ 3 )) exp( 5 +0(m)) — leté, = arcsin (mCm)

Ci ~ «, donc par continuité des fonctions cosinus et sinus, on obtient A7 — R(«).

Partie Il
Séries de matrices

1. ) " A,, converge ssi, Vi, j, > al(-f?) converge.

Sm =Y _ A, donc Vi, j, (Sm)ij = » aﬁ?) et la question 1 de la partie 17 assure I'équivalence

k=0 k=0

> A, converge ssi, » a" pour tous i, ;.
m

. Toute série absolument convergente est convergente.

Vi, 4, |al | < || Al et Z || Ay ||oe cONVerge, donc par comparaison, i, j, Z |a{"")| converge et puisque

K est complet Vi, 7, Z al™ converge, c'est a dire > " A,, converge.

m m

. Si la série Z A™ converge, sa somme est inversible d’inverse I, — A.

m
—+o0

Soit B = Z A™, alors par continuité de I'application M — AM, comme application linéaire en dimension

m=0
—+oo

—+o0
finie, on obtient AB = Z ATt = Z A™ = B —1,, donc

(In

m=0

m=1
— A)B = I,,, donc B est inversible d’inverse I,, — A.



4. (a) Convergence de Z B™ est valeur de sa somme.

XB:(X—I/Q)(anrl/Z%),de pIusB( 1 );( ) etB<

B = P.diag(1/2,—1/3).P~! et par suite B™ = P.diag ((

1
(2),donc

ym > .P~! et par continuité de I'appli-

RN
(=

. - , 3 —
cation M — PMP~1, la série Z B™ converge de somme P.diag(2, Z)'P_l = ( 153//24 _?721 )

OJ\'—‘

2 )

m
“+o0
(b) Inverse de la série > B™.

m=0

. [ —9/4 5/4
Soninverse est I,, — B = < 52 3/2 )

Partie IV
Exponentielle d’'une matrice

L. 1
1. Lasérie ) — A™ est convergente.

T 1 1 L 1
||| est sous-multiplicative, donc Vm > 1, || — A™|| < — || A|™ et lasérie Y _ —||A|™ converge vers el I,
m
. - 1 -
donc par comparaison la série Z — A™ est convergente comme serie absolument convergente.
m:

m

2. Calcul de exp(S) en fonction de I,, et de S.

+oo +oo “+oo “+oo

1 1 o 1 1
_ . emn N~ S = ch(1)], + sh(1)S.
exp(S) mz::O (2m)! +mz::0 Gmri WZ::O (2m)! +mz::0 G~ It sh(1)s

3. (a) Si AB = BA, alors exp(A + B) = exp(A)exp(B).
m “+o0
1 .
Notons S,, Z — A pour une matrice A € M,,(K) et Soo = » EAk pour sa somme.
k= o : k=0 "

La condition AB = BA nous permet d'utiliser la formule du binbme et on le calcul suivant :

m m m k
1 . 1 1 G
Sm(A)Sm(B) — Sp(A+ B) = ( j!AJ) <§ le’“) - § :EE ClAIBF1 =
k=0

j=0 k=0 """ j=0
(S ) (S ar) S gt - (et -
j:O k=0 =0 k=j —0/ k=0 k=j

kv

Ms

%AJ BY, donc [[S(A)Sm(B) = Sm(A + B < S| ADSm (I BI) = S (Al + | Bll) —

7=0 k=0
— ellAllel Bl — el AI+IBI = 0 et par suite So(A 4+ B) = So(A)So(B), c’est & dire exp(A + B) =
exp(A)exp(B).

(b) exp(A) est inversible d’inverse exp(—A).
la formule précédente entraine que exp(—A)exp(A) = exp(O,,) = I, donc exp(A) est inversible d’in-
verse exp(—A).

4. (a) Exponetielle d’'une matrice diagonale.

1 1 1 -
E(diag(al, vy p))™ = diag ai, ..., |a:;’), les séries composantes sont convergentes, donc
exp(diag(aq, ..., )) diag(e®, ..., eo‘").
(b) exp(P~1AP) = effsp( )P.
+oo +o0o
exp(P~1AP) = Z ( “'AP)™ = Y P'A™P et par continuité de I'application M/ — P~'MP,
m= 0 m=0
+o00 1
on aura exp(P~'AP) = P~1(Y  — A™)P = P~ eap(A)P.
m=0 me
(c) Exponentielle d’une matrice triangulaire.
1 m
t1,1 (*) ] mtl,l (**) et11 (0)
SoitT = , alors %Tm = ,doncexp(T) = _
@ tn,n . 0 i m 0] etn.n

n,n



(d) det(exp(A)) = elmA),
Soit A € M,,(C), alors A est trigonalisable dans C et par suite 37" = (¢, ;);,; triangulaire supérieure
et P € GL,(C) tel que A = PTP~!, donc exp(A) = Pexp(T)P~! d'ol det(exp(A)) = det(exp(T)) =

H elii = g2z tii — otr(T) — gtr(A)
i=1
. Calcul de exp(tA).
xa = (X —2)3, donc par Cayley-Hamilton A — 215est nilpotente.
2 1+2t t t
exp(tA) = exp(2tls).exp(t(A—213)) = 62t(I3+t(A—213)+§(A—2I3)2) =% 6t +2t2  1+2t+t> 2t +1?

—10t — 2t2 —4t—t* 1 —4t—¢t?

Partie V
Application aux systéemes différentiels linéaires

. festdeclasse C' et f'(t) = Mf(t) = f(t)M.
+o00 $m .
VEER, f(t) =) — M

m=0 :
m

t L -
-Vm €N, t — —M™ est de classe C'* sur R comme fonction & composantes polynémiales.
m:

- A .
- La série E — M™converge siplement vers exp(tM) sur R.
m:
m

7fm—l am—l
SR ¥ 4 [ —
(m—1)! = (m—1)!

. L tm ' .
et par suite la série E ('Mm> converge normalement sur tout compact inclu dans 1.
m:
m

- Soit K un compactincludans I, alors K C [—a,a], doncVt € K, m € N*, || | M||™,

On conclut par le théoréme de dérivation terme a terme que f est de classe C' sur R et on Vt € R,
f'(t) = Mexp(tM) = exp(tM)M.

. (a) Changement de variable convenable.
Le changement z(t) = exp(—tA)Y (t) donne I'’équivalence.

(b) Solutions du systéme (S).
t
Y’ = AY + B ssi, 2/(t) = exp(—tA)B(t) ssi, z(t) = / exp(—uA)B(u)du + v ssi,
0

t
Y(t) = / exp((t — u)A)du + exp(tA)v.
0
. Solution générale du systeme Y’ = AY ou A diagonalisable.

v = Z a;V;, donc en prennant B = 0 dans la formule précédente, on obtient
i=1
Y (t) = exp(tA) Z oV = Z azexp(tA)V;, or AmV; = A"V, donc exp(tA)V; = etV

=1 i=1

ce qui donne Y'(t) = Y _ aieap(th;)V;.
1=1

. Résolution du systéme.
Notre systeme est équivalent Y’ (¢) = AY (t), donc de solution

1+2t t t 1 147t
Y(t) = exp(tA)Y (0) = e 6t +2t2  1+2t+t2 2+ ¢2 2 | =e*| 24 16t+ 72
—10t — 2t2  —4t—t* 1—4t—+¢? 3 3 — 30t — 7t2
Partie VI

Toute matrice antisymétrique réelle est diagonalisable sur C

.(@) (In,N,...,N*71) est libre.
Si (In, N, ..., N*~!) est liée, alors deg(Tly) < s — 1, ce qui contredit [Ty = X*.
s—1
. . t
(b) Expression de exp(t(\l, + N)) en fonction de )\, ¢ et Z ENk'
k=0

s—1 tk.

exp(t(Al, + N)) = exp(tAl,).exp(tN) = exp(t)). ENk'
k=0 """



2.(a) N = A — I, est nilpotente.
4 = (X —X)™, donc d’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, (A — AI,)™ = 0 et par suite A — AI,, est
nilpotente.

(b) Les solution de X' = AX sont bornées ssi, A ¢ iR et A = \I,.
Les solutions de X' = AX sont X (t) = exp(tA)X(0) ot X (0) € M,, 1(C).
o Si A = )\, et \ € iR, alors la solution est X (¢) = e* X (0) et donc pour n'importe qu’elle norme ||.||
sur M,, 1(C) || X ()| = || X(0)||, donc t — X (¢) est bornée.
o Sit — X(t) est bornée pour tout X (0), alors le choix de X (0) € Ker(N)\{0}, donne X (t) = e*X(0)
est bornée, ce qui exige A € iR.
Choisissons maintenant X (0) ¢ Ker(N*~1), alors

|

|s—1

s—1 k
K t 1 . oo P
| X (@) = |lexp(At)]]| Z k'N (X(0))]] Jodl IN°~(X(0))] est bornée, ce qui exige s =1, c’est a

dire N =0 et par sune A A,
On conclut que X est bornée sur R ssi, Re(A\) =0 et A = AL,.

3. (a) Existence d’une base dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs.
q

Le lemme des noyaux entraine que C" = @5 Ker((f — Aiid)™).

i=1
q

Soit B = U B; une base adaptée a cette somme directe, alors la matrice de f dans cette base est de
1=1
Ay
la forme : ou A; € M,,,(C) admmettant \; comme seule valeur propre.
Aq
(b) Condition nécessaire et suffisante de la bornitude des solutions de X' = AX.
exp(tAy)
Les solutions de X’ = AX sont X (t) = exp(tA)vouv € M,, 1(C), orexp(tA) =
exp(tAy)

etd; — \;I,,, est nilpotente , donc d’apreés la question 2, ¢t — exp(tA;) est bornée ssi, A; est imaginaire

pureet A, = \;1,,.

On conclut que t — exp(tA) est bornée ssi, Vi € {1, ...,q}, Re(\;) = 0 et A, = \;I,,, ssi, la matrice de

)\1[n1
f dans la base B est ssi, Vi € {1, ...,q}, Re(\;) = 0 et A est diagonalisable.
Aoln,
4. Toute matrice antisymétrique réelle est diagonalisable dans C de spectre dans iR.

- Lantisymétrie de A entraine que 7 (exp(tA)) = exp(t’ A) = exp(—tA) = (exp(tA))~1, donc exp(tA) est
orthogonale.
On choisit une norme euclidienne sur M, ;(C) par exemple celle associée au produit scalaire usuel
(X]Y) =TXY, donc exp(tA) conserve la norme, c’'est a dire || X (t)||2 = |lexp(tA) X (0)||2 = || X (0)]]2, ce qui
assure la bornitude de ¢t — exp(tA) et par la question précédente, A est diagonalisable et Sp(A) C iR.

Partie VII
Quelques transformations induites par I’exponentielle matricielle

1. (a) Existence des polyndmes P et Q

s—1
k __ k k
Yk > s, N® =0, donc exp(N E k:'N etin(I, + N)= E N , donc
k=1

s—1 1
P=>" X"
k=0 =
(b) Développement limité en 0 de PoQ et Qo(P — 1).
Au voisinage de 0, e® = P(z) + o(z*~1) et In(1 + z) = Q(z) + o(x*~ L.
~lmQ(x) = 0, donc P(Q(x)) = 2@ + o{(Q(x))"1), or (@)™ ~ 7, done o((Q(x))*") =
o(z*1), de plus e?®) = eln(+a)+o(@™h) — 1 4 o 4 o(x*~1), dot P(Q(z)) = 1+ x + o(x*~1).
- lign P(z) =1,donc Q(P(z) — 1) = In(P(x)) + o((P(z) — 1)*~1), or (P(z) —1)*~! ~ 2571 et
In(P(x)) = in(e® +o(z* 1)) =2+ In(1 + e %o(2*~ 1)) =z + o(z*~ 1), dol Q(P(x) — 1) = z + o(z®~1).!
(c) exp est bijective de N, (K) vers U, (K).
- Lapplication exp : N, (K) — U,,(K) est bien définie, en effet soit N € N, (K), alors




(b)

s—1
exp(N) = I, + Z HNk = I, + N’ avec N’ nilpotente comme somme de matrices nilpotentes qui
k=1
commutent entre elles.
- La question précédente confirme que P(Q(X)) = 1+ X+ X*'R(X) et Q(P(X)—1) = X + X*"19(X)
avec R(0) = S(0) = 0, ce qui donne en remplagant X par N, P(Q(N))=I,+ NetQ(P(N)—1I,) = N.
-Soit M =1, + N € U,(K), alors exp(in(M)) = exp(in(I, + N)) = P(Q(N)) =1, + N = M.
- Soit N € NV,,(K), alors in(exp(N)) = In(exp(N) — I, + I,) = Q(P(N) — I,,) = N.

On conclut donc que exp est une bijection de NV, (K) vers U,,(K) de bijection réciproque
s—1

_1\k
In : U, (K) — N, (K) définie par VM € U, (K), in(M) = Z ( kl') (M — I,)".
k=1 )

exp est une surjection de V' vers 1.

. 1 . . "
Soit M = 5(I, + N) € W, alors BM € U,(C), donc d’aprés la question précédente, AN’ € N, (C) tel

que exp(N') = — M mais exp : C — C* est surjective, d’'ou I'existence de 5’ € C tel que 5 = ¢ et par

suite exp(B'I, + N') = Bexp(N') = M, ce qui montre que 'I, + N’ € V est un antécédent de M dans
V.

exp est-elle injective de V vers W ?
Soit 0 € 2nZ et A = i61,, € V, alors exp(A) = I, = exp(O,,) mais A # O,,, donc exp n'ext pas injective.

3. exp est une surjection de S, (R) vers S;' " (R).
- Montrons d’abord qu’une valeur propre d’'une matrice de S;"*(R) est dans R* ™.
Soit A € S;f*(R) et A € Sp(A), alors 3X € M,,1(R) \ {0} tel que AX = AX, donc 'XAX = \'XX, dou

LXAX

= —-—>0.

XX

- Soit M € S;7*(R), alors la théoreme spectral assure 'existence de P € O,,(R) et D = diag(\y, ..., \y,) tel
que M = PDP~"! avec les )\; dans R**.

exp : R — R** étant bijective, donc Vi € {1, ...,n}, A\; = e*i oU pu; € R.

On a alors M = exp(PAP~!) = exp(PA'P) avec A = diag(u, ..., iin). Alors S = PA'P € S, (R) et
M = exp(S).



