DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Corrigé du devoir libre n°10
M.Tarqi

1. Soit z € C, pour tout ¢ €]0, +oo], [t*"Let| = tRe()~1e~t Donc la fonction t — t*~!e™* continue
sur |0, +o00[ est intégarble sur |0, +o00 si, et seulement si, Re(z) > 0. Ainsi I est bien définie sur Z.

400 )
Fixons y € R et considérons la fonction I'y, : z — / T =le=t gt
0

Soient a et b deux réels avec 0 < a < b, telsque 0 < a < 1 < b < +o0. La fonction f : (z,t) —
t*+=1e=t est continue sur [a, b]x]0, +oo[— C et admet une dérivée partielle par rapport a z,

(x,t) —> %(z, t) = In(t)e 't*T%~1, continue sur [a, b] x]0, +-00|.
T

La fonction = — t*~1 étant continue, décroissante si ¢ €]0, 1] et croissante si t € [1,+oc[, donc on
peut écrire :

si t €]0,1]

ta—l
- = P max( ’ ) =1 sit el +oo]

z€la,b]

Soit
() = |Intle~tte=t,  si t €]0,1]
Tl (nt)e~tbT sit e [1, +oof

Alors ¢ est continue par morceaux, intégrable sur |0, +oco[ et on a
of
V(z,t) € [a,b]x]0,4+00], %(x, t)] < p(t)

D’apres le théoréme de dérivation des intégrales dependant d’un parametre, I est de classe ¢ sur
[a,b], et comme a et b sont quelconques, le résultat reste vraie sur la réunion des intervalles [a, b],
donc Ty est de classe € sur |0, +oo| et

+oo 8f 400 )
Vz €]0, 400, I’ (x) = / —(x,t)dt = / ln(t)e_ttxﬂy_ldt.
Y 0 ox 0
e or or +00 1
Ce qui justifierait 1’existence de 2 et que pour tout Vz € 7, a—(z) = In(t)t*~ e "dt.
T T 0

. or .
Et de la méme fagon, on démontre I'existence sur 2 de —— avec cette fois, pour tout z € 2,

a—F(z) = i/+00 In(t)t* tetdt "
Ay 0 .

On démontre ensuite en utilisant le théoréme de continuité d'une intégrale dépendant d"un para-

+00
metre que la fonction z — / In(t)t*~'e~!dt est continue sur toute partie de la forme [a, +oo[+iR
0

de Z et donc sur 2.
I serait alors de classe ¢! sur & et vérifierait la condition de Cauchy-Riemann. On en conclurait

+oo
que I est holomorphe sur Z et que I'(z) = / In(t)t*"te~tdt.
0

2. Une une intégartion par parties nous donne, pour touta > 0:

a 1 a 1 a
/tz_le_tdt: [—tze‘t] +—/ tPetdt,
0 z o *Jo

d’ot, en faisant tendre a vers +oo :
1
['(z) =-T(z+1).
z

D'ouI'(z+ 1) = 2I'(2), en particulier I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*.
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3. Soit z € C tel que Re(z) > 0,0ona:

1 400
I'(z2) :/ tz_le_tdt+/ t*~le7tdt.
0 1

D’autre part, la formule de Taylor, avec reste intégrale, a ’ordre n appliquée a la fonction x — e~

sur [0, t] s’écrit :
-t _ ~ (=1)* k ! R
= G +/0<_1> ey,
=0

T

En effectuant dans l'intégrale le changement de variable u = ¢(1 — v), on obtient

; n (_1)k X 1 tt"+1 1 .

-t _ 1\ —tv n_ v

e —E k!t—l-(l) e n!/ove dv.
k=0

/1 tz—le_tdt _ zn: (_1)k /1 tz+k—1 +r (Z) — zn: (_1)k 1 e (Z)
0 k! " kK z+k "

k=0 0 k=0

1 1
rn(z) = (—1)"“%/ e tnte (/ v"e”tdv> dt.
n: Jo 0

Or, pour tout ¢ € [0, 1] et tout z = x + iy € C,

avec

1 1
0< e " =" <1, 0< / Ve dv < / edt.
0 0

On en déduit .

() < .

et par conséquent :

F(z)zi(_l)n ! +/1+ootz_le_tdt.

|
n: z
n=0 Tn

4. Si z est un entier négatif ou nul la fonction considérée n’est pas définie. Dans le cas contraire, la
fonction est la somme d’une série numérique absolument convergente d’apres le regle de d’Alem-
bert. Donc la fonction est définie sur C privé de 'ensemble des entiers négatifs ou nuls.

Montrons que la convergence de la série est uniforme sur tout disque fermé D inclus dans C\{0, —1,
soit [a, b] la projection de D sur 'axe des réels, cela se traduit par 0 < a < bou—(k+1) <a <b <
—k.

En effet, pour z € D, on a x = Re(z) € [a,b] et suivant le cas, pour tout n naturel ou pour tout n

supérieur a k, nous avons

(e

nlz+n

1 1
<
“nla+n

ce qui montre qu'il s’agit d"une convergence normale, et par suite, uniforme. Donc la fonction ainsi
définie est continue sur C\{0, -1, -2, ...}.

. t
5. commengcons par effectuer le changement de variable — — w.
n

/ (1 - —> 77 = nz/ (1 —u)"u*"Ldu.
0 n 0
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1
Posons I,,(z) = / (1 — u)"u*"'du, et intégrons par parties :
0

In(2) = [(1 - u)"u—z} 1 + 0 /01(1 —u)" L dy = g i1 (2).

Z ]o z

Donc par récurrence,

n!
I,(z) = I .
(2) 2(z4+1)...(z4+n—-1) oz +n)
Or
1 z+n
t 1
In(z+n) :/ g = [ ] = .
0 z+n z+n
Au bilan,

" t\" n?n!
1—— ) 7 ldt =n"l,(2) = .
/0 < n> dt = n*In(z) z2(z+1)....(z +n)

- t
. Pour toutu € [0,1], 1 —u < e™*. Donc pour toutt € [0,n], 1 — — < e, soit (1 - —> < e ' Pour
n

SIS

toutt € [0, +00, et pour tout z € 7,

‘(1 _ £> tz_1X[0,n}‘ < tRe(z)—le—t7
n

ot x|, désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [0, n]. La fonction majorante est indépendante
de n, et elle est intégrable sur [0, +o0c[. De plus, pour tout ¢ € [0, 400 et pour tout z € Z,

t n
lim (1 — —> =l
n—00 n

D’aprés le théoreme de la convergence dominée,

n t n “+o0
lim <1 — —> 1 = / t*7le7t =T (2).
n—oo Jq n 0

D’ou le résultat.
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