DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°4

Correction
n—1 n—1
1. (a) Soient v, g, ..., a1 des scalaires tels que Z a; fi = 0. Donc pour tout a € Z, Z a;fi(a) =0,
i=0 1=0

n—1
en particulier, pour £ € [0,n — 1], 0 = Z a;fi(a) = agfr(k) = ai. Donc la famille est bien
i=0

libre.
Maintenant, soit f un élément quelconque de V;, et {co, c1, ..., ¢, } 'ensemble des valeurs prises
par f ( f prend au plus n valeurs, car elle est n-périodique ).

n—1 n—1
Posons g = Zcifi‘ On a, pour tout a € [0,n — 1], g(a) = Zcifi(a) = ¢;, donc f et g
i=0 i=0

coincident sur [0, n — 1] et par périodicité elles coincident sur Z. D’ou1 f = g, c’est-a-dire f est
une combinaison linéaire des (f;)o<i<n—1-
En conclusion, la famille (f;)1<i<n—1 est une base de V,,, et donc dim V,, = n.

(b) On peut vérifier facilement que l'application f — (f(0), f(1), ..., f(n — 1)) définit un isomor-
phisme de V;, sur C".

2. (a) L'application e, € V,, si, et seulement si, Va € Z, 7"*% = r® ou encore si, et seulement si, 7" = 1.

Donc I'ensemble U est celui des racines n-iéme de 1'unité.

(b) Notons 7,71, ...,7,—1 les racines n-iéme de 1'unité. Soient (c;)o<i<n—1 des scalaires tels que
n—1
Z a;er, = 0. En particulier pour tout k € [0,n — 1], on a
i=0

Cette relation s’écrit matriciellement sous la forme :

1 1 cee 1 Qg
To 1 ot Tp—1 g
=0
n—1 n—1 n—1
To ™ o Tha Qn—1

Comme la matrice de Vandermonde est inversible ( les r; sont deux a deux distincts ), alors
nécessairement ag = oy = ... = a,—1 = 0. Donc la famille (e, )¢y est libre et comme il s’agit
d’une famille a n éléments alors c’est une base de V,.

3. (a) Soit A une valeur propre de ¢ et f € V,, un vecteur propre non nul associé a A\. Donc Va €
Z, f(a+1)=Af(a).Cecientraine Va € Z :

fl@)=Xf(a—1) =X f(a—2)=..=A"f(a—n) = \"f(a).

f étant non nulle, donc il existe a € Z tel que f(a) # 0. L'égalité précédente donne \" = 1.
Donc A est une racine n-ieme de l'unité.

(b) On remarque que pour 7 € U, on a ¢(e,)(a) = r¢*t = rr® = re,.(a) pour tout a € Z, donc
p(e,) = rey, cest-a-dire r est une valeur propre de ¢. En conclusion, Sp(y) = U et pour
chaque r € U, le sous-espace propre associé a la valeur propre r est E,(¢) = Vect(e,).
Puisque card U = card Sp(¢) = n, 'endomorphisme ¢ est diagonalisable, donc on retrouve le
fait que (e, )rcu est une base de V,,(la question 2.b ). La relation (*) est donc vérifiée pour toute
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(c) D’apres la question précédente, ¢ est diagonalisable.

4. (a) Pour tout k € [1,n — 1], on a ¢(fx)(a) = fe(a + 1) = fr—1(a), donc ¢(fi) = fr—1. De plus
©(fo) = f-1 = fn—1. D’ol1 la matrice de ¢ dans la base % :

01 -0 0
0 01 00

00 01

10 00

(b) Ontrouve x,(X) = X™—1, c’est un polyndme scindé a racines simples donc I'endomorphisme
¢ est diagonalisable.

5. Notons %'(¢) I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec ¢. Il est évident que Vect{Id, ¢, ..., o" "1} C
% (). Soit i € € (), alors il existe des scolaires ag, o, ..., ap—1 tels que

n—1 n—1
0) =Y aifi=Y_ i (fo),
i=0 i=0

n—1 )
car la famille ( f;)o<i<n—1 estunebase de V,,. Donc ¢ et > «a;¢" coincidenten fy. Pour k € [1,n—1],
ona: =0
car @oy=1op
D(fi) = (e (fo)) = v ot (fo) = ¢Fod(fo) Za P (fo) = ch (fr)-
d’aprs (*) =0

n—1 )
Doncv et Y iy’ coincident dans une base donc ils sont égaux. Ainsi €' () C Vect{Id, ¢, ..., "1}

i=0

et par suite ¢ (o) = Vect{Id, ¢, ..., p" "1} = C[¢p].
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