DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°5
Correction

PREMIERE PARTIE : THEOREME DE PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME

1. Cette relation est déja vu dans le cours; c’est 1’égalité du parallélogramme.
2. Avecu =y—-xetv =y’ —xonobtient:

||u||2 =

y+y
5 —x|* = | 7—= - x]|?

1 ’
5y =1 + 11y

+y . +y’ N .« 2 cyz 2
Et comme %52 € C, puisque C est convexe, alors || 5 — x|| > dc(x)?, d’out I'inégalité demandée :

;N2
y-y 1 2 ’ 2 2
H | = 5 (ly=xIP +1ly” = xI?) = de(0)*.
3. Supposons qu’il existe « et f dans C tels que [|x — a|| = [Ix — Il = dc(x). On prend s = o — x et
t=B-x.0na:|s+t||>+|s—t]*> = 2(||s]|* + ||t]|*) et donc
1 1
Slla=BI* = de(x)’ +de(x)* - Slla+ f—2x]*
2
_ dc(x)2+dc(x)2—2‘ “;ﬁ —x

IA

dc(X)z + dc(X)Z - ch(x)z =0.

Donc g = a.
4. {|lx—-yll/y € C} est un ensemble de réels non vide, minoré par 0, donc admet une borne inférieure.
Donc il existe une suite (y,)nen d’éléments de C telle que

Tim [|x = || = de(x).

Montrons que (y,)nen est convergente, pour cela il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy, puisque
R™ est complet. D’apres 2., on a pour tout couple (p, q) € N?:

1Yp = ygll® < 2[(lly, = xII” = de()*)I + (lyg = 01> = de(x)?)]
et comme lim ||y, — x|| = dc(x), alors la suite (y,),en est de Cauchy.

Soit a = r}1_r)£10 y,. Comme C est un fermé, on a a € C et
lx = all = lim lly, Il = de(x).
L'unique point & € C (la question 3. ) s’appelle la projection de x sur la partie convexe et fermé C.
DEUXIEME PARTIE : PROPRIETES
1. OnapourtoutbeCetx € E:||x —p(x)|1? < |lx — b||%, d’ot1 en écrivant que:
llx = BlI? = llx = p(o)II* + 2(x = p(x)Ip(x) = b) + lip(x) = bII%,
il vient
2(x = p(x)1b = p(x) < lip(x) = blI*.

On peut écrire cette inégalité pour b = (1—t)p(x) +ta € C, t €]0, 1[, puisque C est convexe. Il vient
alors

2(x = p(x)la - p(x)) < tllp(x) - all?
pour tout ¢ €]0, 1[. D’ou1 en faisant tendre ¢ vers 0 :

(x = p(x)la = p(x)) < 0.
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2. Pour tout (x,y) € E?,ona:

(p(x) — x|p(x) = p(y)) + (x — ylp(x) = p(y)) + (y — p(Y)Ip(x) — p(y))
(x = ylp(x) = p(v)),

llp(x) = p@)II®

IA

ceci compte tenue de la propriété de la question 1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’en
déduire :

lip(x) =pWII < llx = ylI.
Donc p est 1-lipschitzienne.

3. i. Onapourtoutae Cetx € R"\C: [lx — p(x)||* < |lx — al?>, d’ou
lla=pE)II* +2(x - ala - p(x)) <0
En particulier pour a = p(x(), on a
2(x = p(x0)Ip(x0) = p(x)) < =llp(x) = p(xo)II*
ii. Ona pourtouta € Cetxy € R"\C: |lxo — p(x0)|I* < |lxo — all* et par suite
0 < [lp(xo) — all® + 2(xo — p(x0) Ip(x0) — a)
En sélectionnant a = p(x) on en déduit :
~lip(xo) = p(O)II* = 2(x0 = xIp(x0) = p(x)) < 2(x = p(x0)Ip(x0) — p(x))
TROISIEME PARTIE : DIFFERENTIABILITE DE LA FONCTION DISTANCE
1. Considérons (x,y) € Q*: Ona pour toutc € C:
Fl) <llx—cll < llx =yl + lly —cll,

d’ot
fe)=llx=yll < lly—cll

et par suite f(x) — |lx — yll < f(y). x et y jouant des roles symétriques, il vient
1) = @I < llx -yl

2. (a) Vérification immédiate.

(b) Posons A (x, xo) = llx—2xo[|* +2(x=p(x0) [p(x0) = p(x)) +[|p(x) =p(xo)
permettent de voir que :

l|%. Les inégalités qui précedent

A(x,x0) > lx = xoll* = 2(x0 — x[p(x0) — p(x))
> lx = xoll* = 2llx = xollllp(x) — p(xo)
> lx = xoll* = 2llx — xoll?
= —llx - xoll*.
puis
[l = xolI* + 2(x = p(x0) Ip(x0) = p(x)) + lIp(x) = p(xo)I” < llx = xolI*.
Donc

[l = xolI* + 2(x = p(x0)Ip(x0) = p(x)) + lIp(x) = p(x0)lI” = o(llx = xoll)
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au voisinage de xj.
D’out :

2(xo — p(xo)

B(xo) -

7= £ - ) - 2

et 4ot b =00 (55 -

B(x)  B(x)
et par conséquent :

2(xo — p(x0)

£ - £ - (2220

|x — xo) = o(|lx = xoll)

Cette égalité montre que f est différentiable en x, et que

grad f(xo) = (x0 — p(x0))-

1
llx0 = p (o)l
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