DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°6
Correction

1. (a) Puisque x # 2kr, alors e* # 1 et par conséquent :

n

. 1 - einx
E elPX = pix i
1—e™*

p=1
inx —inx inx . nx
_ eixe ez —ez = pintD3 S =
e% e% — e% Sin%

n
. 1
D'ott [S,(x)] < | ) e'P*| <

45 |7 sin(3)I

(b) Pour tout n € N, on pose a, = f(n) et b, = sin(nx) ott x ¢ 27Z. Soit (n,p) e N* xN.On a:

n+p n+p—1
Z ur(x) = Z Sk (x) (b — brs1) + Sn+p(x)bn+p
k=0 k=1
et .
D () = Y SV bk = biear) + Su()bn = > Sk () (b = biar) + Sn ()b
k=0 k=1 k=1
Donc
n+p n+p-—1
D wx) = ) Sk() bk = biar) + Snip(®)bnap = Su(X)bpar,
k=n+1 k=n+1
d’ou
n+p n+p-1
Dm0 D ISk = brer) + 1Snp ()b + S0 () b
k=n+1 k=n+1
1 n+p-1
br - b by, by
2bn+1 _ 2f(n + 1)
sin(3)] ~ [sin(3)]

(c) Si x € 2nZ, la série est clairement convergente. Supposons maintenant x ¢ 277 et posons
n

Un (x) = Z Ug (x) Comme (f(n))n eN* Converge Vers 0’ 11 eSt de méme pour la suite ( fggl?%l)ﬁ )nEN*’
k=1

%‘ < ¢. On obtient donc Y(n,p) € N* X N
2

vérifie n > ng |Upyp — Uy| < €. Ainsi la suite de sommes partielles (Uy),en+ est de Cauchy, donc
convergente, c’est-a-dire la série numérique de terme général u,(x) est convergente.

2f(n+1)
| sin(3)]

donc Ve > 0, dny € N tel que Vn > ny on a

Surl = [2kr+a,2(k+1)7r—a],0 <a < m,ona|Uyy(x)=Ups(x)| < , donc la convergence
est uniforme sur I.

2. (a) I est clair que y, () = 0, et Vx €]0, 27|

n -1 1sin(2n+ 1)%

Yy (x) = Zcospx =t

: X
= 2 sin 5
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car
n n nx in(2n + l)x
: sin -
: xsin®® 1 1
_ ipxy\ _ ad 2 _ - 2
Zcos(kx)—Re(Ze )—<:os(n+1)2 pra +2 —
k=1 p=1 2 sin (—)
2
Dot 2n+1
T —x * sin(<&t
Vx €]0, 7[, yn(x) = + f —=2—dt
2 e sin 5
2
Posons h(t) = 7 pourte [x, 7]. Donc par une intégration par parties on obtient :
sin(—
)
z ) 1 2 cos(n + %)x T 1
h(t) sin(n + =)tdt = — + h'(t) cos(n + =)tdt|.
x 2 2n+1 sin 5 x 2

cos(n + %)x

1
Ainsi v, (x) = 2 et wy(x) = 2h’(x) cos(n + 5%

ia X
11’12

t
(b) ¥x € [a, flon a ¥Vt € [x, ] C [a, 7] sin% < sinE <1,donc:

— 2 T 1 M
yn(x) — = x‘ (f —_dt+ sup Ih’(t)l(ﬂ—x))s
x sing

<
2 T 2n+1 tela, B 2n+1

— + sup [W'(1)]),
S tefa.f]
ce qui montre que la suite de terme général y, converge uniformément sur l'intervalle [a, §]
vers la fonction

M=2w—a%

T —X
2

y:x > y(x) =

3. (a) Il résulte de la question I1.2.(a) que la série }; z, est simplement convergente sur R\27Z, elle
nx>1

converge aussi pour x = 2kz, donc elle converge simplement sur R.
D’apres la question I1.2.(b), on a pour tout x €]0, 7| :

(9]

Z sinpx _ lim g, (x) = T =X
) p n—oo 2

n (o]
Remarquons que Yn € N¥, pz—:1 z, est impaire donc la limite simple 21 z, est impaire. D’ot1

Vx €] —m,0], izp(x) - —2(—x) = —T[;x.
p=1

En conclusion :

Vx €10, 7 Z sinpx _ Jr—x’ Vx €] = 7.0[ an;px :_ﬂ;x

, (=07
b) Remarquons que la série
(b) Remarquons q D
peEN
donc convergente. D’apres ce qui précede

est une série alternée dont le terme général tend vers 0,

[Se]

T sin ¢ - (-)* -5 1
()3 mE S sy
2 n n+1 2 4
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In(1 + x) ) .
est continue sur ]0, 1], et lim

x—0*

4. La fonction f : x +—

Fixio In(1 + x)
x

= 1, on peut donc prolonger

In(1 + x)
x

en une fonction continue sur [0, 1] en posant

X
1 six=0

) _{ nA+% G re0.1]

'n(1 + x) 1_

Doul = dx existe et vaut f f(x)dx.

0 X 0
Soit x €]0,1] fixé. Appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction In entre 1 et 1 + x, il

vient : Vn € N*, 3¢, €]1,1 + x[ tel que :

n+1 n _1)k—1 (_1)nxn+1
In(1 n® I+ (c,) = ( k
n(1+x) Zk' Farn ) 2 (n+ e,

p=1
d’ou
In(1+x 1)kt 1
Vn e N, ( ) Z( ) _1_n+1
ou encore
Vx €]0,1],¥n € N*, |f(x) - S (_1)k_1xk_1 <!
o ’ 4k n+1

(-1
n

x"~! converge

Cette inégalité valable aussi pour x = 0, donc on a montré que la série Z
_ neN*
uniformément sur [0, 1] vers f. Ainsi

1 (- n— o (1)
Izvfo n1+x ff(t)dt—z )" f ldx:; 1nZ
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