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DEVOIR LIBRE no 10

aux Grandes Ecoles d’Ingénieurs. Khouribga CORRECTION
Correction ou(t) = Fy(t) = nF (nt) = ﬂ G 1e0
1. a. Si X est une variable aléatoire réelle, 10r1 note fx la densité de X. On a, s, . ; (%)n (n—1)!
pour tout n € N*, fx, (t) = 1]0,+w[(t)}eié' La densité de 5; est donnée Alors St laloi Gamma 7y (n, ;>
par fs, () = fx,ix,t) = /7 J:° Fx, (1) fx, (t — u)du qui estnulle si t < 0. On remarque que E (Sn"> = x, donc, d’apreés la loi fiable

Sit > 0, on obtient :

fol) = froxt) = [ fx()fl - w)du

- /Otfxl(u)fxz(t — u)du

1t_£
= —tfe x
2

La densité de S, est donc définie sur R par :

0sit<0
fsz(t)Z{ 1,

—te x si t>0 °
b
Supposons maintenant que

0sit<O
fs, 1 (t) = 2%

Alors, pour t > 0

fou () = fs,_14+x,(t) = _J:O fx, o () fx, (t —u)du
= [ o 0 (-
_o e
xt(n—1)!
,os frle=%
D'ou, vt € R, fs, (t) = 1]0,+m[(t)m-

. . . .. .S
b. Notons F, la fonction de répartition de la variable aléatoire ?n Ona

doncVu € R, F,(u) = p (S’: < u) = p(Sn < nu) = Fg, (nu), d’otr:

N

des grands nombres appliquée a la suite (Xj,)yen, V& > 0,
— —x

limp<5" >oc>:0.
n—co n
f étant continue en x, donc Ve > 0, il existe « > 0 tel que Yy € [0, +oo],
|x —y| < aimplique |f(x) — f(y)| < e. En particulier,
Yw e Q, ‘S"fju)—x’ <a= ‘f<5n(w)> —f(x)‘ <e.

n

La contraposition de cette implication s’écrit :
S
VweQ, |f ( @)Y  f)

c’est-a-dire , en termes d’ensembles :

(|7 (3) -5

>a)).
n

D’apres la question précédente, pour tout € > 0, il existe un réel « > 0

tel que
>a).

Vn € N¥, (’f(%)—f(x) >€)C(Sn
(1 (3) r0]) <2 (3 -0

n
— —x
Comme « > 0, il résulte du a que le membre droite tend vers 0 quand n
tend vers +co. Donc
> e) =0.

tim p (1r (5) - s
£ (51)) (o) <

Soitw € O.Siw € Ay, alors 1,4, (w) = 1etdonc
f (S"’(:U)) —f (x)‘ < 2M. Donc l'inégalité deman-

dée est bien vérifiée.

> & == >,

Sn

<)< (|5

— —x

n
— —x

e.Siw ¢ A, alors
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Il faut d’abord démontrer que, pour tout n > 1, la variable aléatoire

S .
f (;) posséde une espérance mathématique. En effet, f étant bornée,

il en est de méme de la variable aléatoire f (Sn > La densité ¢, de S—

est nulle sur | — oo, 0[. L'inégalité,

Vx 20, If(x) n(¥)] < Mon(x),
montre que la variable f possede une espérance, la variable
constamment égale a f(x) possede également une espérance. Par li-
néarité la variable aléatoire f — f(x) admet aussi une espérance
et bien entendu :

0(5)-s0) < (3) oo

On rappelle alors que, lorsqu’une variable aléatoire X possede une
espérance, la valeur absolue en posséde une aussi et ’on a I'inégalité :

- E(O| < B(x))
<e(|r (%) - s

() o) [e (0 (5) 1o

L’inégalité de la question 3.a. permet alors d’écrire :
S
=(r () re]) <
< ep(An) +2M(1 — p(An)
< e+2Mp(An)

D’apres 2.a, liﬁm p(A,) = 0. Donc il existe ny € N tel que Vn > ny,
n (o)

£(3) -5
r 1(3)) 1o

).

E (ela, +2M(1—14,))

2Mp(A,) < e.DouVn > ny, E <

> < 2e¢etdonc

n—oo

On sait, d’apres le théoréme de transfert, que

(1)) - £ romon- [y

ce qui s’écrit également :

20 (5)) =G o

Ainsi, d’apres 3.b,
n" oo nt
= lim ———— 1 (He x dt
Fx) = Jim oS [ e

Comme f € E, la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur |0, 00|
et que
® (k[T k—xt
Vx >0,VkeIN, L(f)"(x) =(-1) f()ttedt
0
Dot : ( .
— i n" _1)’17 n—1 (1
flx) = i, (n—1)lxn L) (}) '

Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +oo|, telle que L(f) = 0,
donc Vk € N, Vx > 0, L(f )(k)(x) = 0, donc la formule d’inversion
montre que f(x) = 0 pour tout x > 0. De plus, comme f est continue
a droite en 0, le passage a la limite, dans la relation f(x) = 0, quand x
tend vers 0 donne f(0) = 0. Donc f est nulle sur [0, +oo[.

Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +oof, telle que L(f)(x) =0
pour tout x €]a, +oo[ (a > 0). Considérons 'application définie sur
[0, +oo par &, : t — e ™. On peut vérifier facilement que la fonction
e f € Eetque
Vx >0, L(eaf)(x) = L(f)(x+a).

Mais pour x > 0, x +a €Ja, +o0[ et donc L(f)(x +a) = 0, donc
L(eaf)(x) = 0 pour tout x > 0. Comme ¢, f est bornée, alors ¢, f = 0 sur
[0, +c0]. La fonction ¢, ne s’annule jamais, il en résulte que f est nulle
sur [0, o0].
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