DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°3
Correction

Exercice 1

1. On peut vérifier facilement que ’application @ est un produit scalaire sur M,, (R); c’est le produit scalaire canonique
sur R“Z( on confond une matrice carrée de taille . & un vecteur de R™ ).

2. SiAc€0O,(R),ona Al =tr(tAA) = \/tr(I,,) = v/n, ce qui montre que O, (R) est inclus dans la boule de centre 0
et de rayon /n. En particulier O,,(R) est borné.
Il s’agit d'une partie de M,,(R) et comme la dimension de M,, (R) est finie, un compact est un fermé borné.
Soit (An)nen une suite d’éléments de O, (R) convergeant vers un élément A de M, (R). La suite de terme général

'ApA, est constante égale & I,,, donc lim (tApAp) = I,. Par ailleurs, tApAp tend vers 'AA, car I’application
p—oo

(A,B) —" AB est bilinéaire donc continue. Par unicité de la limite il vient 'AA = I,,, c’est-a-dire A € O,,(R). Donc
On(R) est fermé.

3. On note 8 (R) l'ensemble des matrices symétriques et A, (R) I’ensemble des matrices antisymétriques. Pour toute
matrice A € M, (R), on pose

t t

A+2 ActN= A_Z A

On vérifie facilement que M est symétrique, que N est antisymétrique et que A = M + N. De plus la seule matrice

qui est symétrique et antisymétrique est la matrice nulle.

D’autre part, si A € 81(R) et B € A, (R), alors

M:

®(A,B) = tr(*AB) = tr({(*AB)) = tr(*BA) = — tr(BA) = —®(A, B),

donc ®(A,B) =0.
En conclusion, 8, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces supplémentaires et orthogonaux ( pour le produit scalaire ®
) de M, (R).

Exercice 2
1. On vérifie facilement que
I35 si n=0[3]
At={ A si n=1[3]
A? si n=2[73]
On remarque que [|A™|| =1 ot ||.|| désigne la norme définie par : VA = (aij)i<i,j<3, |A| = ,max lai;|. Donc la suite
_17]_

(A™)nen est bornée.

2. Notons F = ker(A —1I3) et G = Im(A —1I3) et vérifions que R® = F& G. D’aprés le théoréme du rang il suffit de vérifier
que FN G ={0}.
Soit x € FN G, c’est-a-dire x = Ax et il existe y € R3 tel que x = Ay —vy. On obtient alors, pour tout n € N, x = A™x

An+1y —y
t AT :An+1 _ A" d =C _ 979
e X y y, donc x nX —
7 + AL Iyl

Attly —y Al 41 2|y

I I < Iyl < )

n+1 n+1 n+1
2
donc ¥n € N, ||x|| = ||Cnx| < n”—&k—‘q , on en déduit ||x|| = 0 ou encore x = 0. Ainsi FN G = {0} et donc R* =F & G.
An—Hy —y
D’aprés ce qui précéde on a Cpx =x pour tout x € Fetsix’' = Ay—y € G, lim C,x = S T 0.
n—oo

Soit P la matrice de projection sur F parallélement & G. Montrons donc que (Cy,)nen converge vers P dans M3 (R).
Comme R®> =F @ G et que G est stable par A — I3, alors A — I3 induit un isomorphisme de G, notons le A.
Soit z=x+x’ € R®> =F@® G, il existe un unique y € G tel que x’ = Ay —y, doncy=A""x’. On a:

2yl _ 2187 _ 2lA7 2| A — Al Izl

Cnz—Pz|| = ||Cax/|| < = " <
[C€nz =Pz =lICax’ll < 255 = == = o7 Xl = n+ 1
car x' = (I3 — A)(z).
Cnz—Pz|| _ 2|0~ 218 JA — 1
Ainsi [[[Cp — Pl| = sup 102 = P2l 20870 o o AIATHIA =TIy 400 pim 1 — Pl = 0.
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Exercice 3
Supposons que f soit de classe C' sur [a, b] il vient alors, pour n > 1,

b . eint b b eint
J f(t)emtdt = [f(t) . ] —J /(1) —dt.
m a m

a a

D’ou
b -y
f(b f f'(t
[ e I )|+|(a)\+J 0],
a n a N
ou encore
b /
AR (P LIPS
J f(t)elntdt < ” || +(b—(.1)H ” ,
a n n

b
et donc lim J f(t)emtdt = 0.
n—oo
(a) Dire que les fonctions affines par intervalles forment une partie dense de E, signifie que pour toute fonction f € E,
pour tout € > 0, il existe ¢ affine par intervalle sur [a, b] telle que ||f — $||oo < €. Comme f est continue sur le
compact [a,b] elle y est aussi uniformément continue (théoréme de Heine ).

Soit donc € > 0 : Il existe un réel « > 0 tel que pour tout couple (x,x’) € [a, b]?

x —x'| < o= [f(x) = f(x')| < e
On définit donc une subdivision typ = a < t; < ... < t, = b telle que max [ti 1 — ti] < « et on lui associe une

fonction ¢ affine sur chaque [ti, ti; 1] telle que ¢p(t;) = f(t;) pour tout i.
Soit alors x € [a, b] il existe un indice 1 et un réel s € [0, 1] tels que x = sty + (1 —s)ti 1 € [ti, tis1] et ainsi

[f(x) — d(x) = Is(f(x) — d(ti)) + (1 —s)(f(x) — p(tiv1)| < (s + (1 —5))e =,
et donc ||f — dloo < e.
(b) Soit f affine par intervalles sur [a, b] attachée a une subdivision to = a <t < ... < t, =b

—1

b ) P tig )
J f(t)emtdt:ZJ f(t)e™ dt.

a i=0 't

b ) p—1 tig1 '
lim J f(t)e™dt =) lim J f(t)etmtdt.
n—oo n—oo
a i=0 i
(en effet, la restriction de f & chaque [ti, ti;1] est de classe e! ).
(c) On considére ¢ > 0, il existe ¢ affine par intervalle telle que ||f — ¢||co < €. Nous avons alors pour tout entier n;

b . b .
J f(t)emtdt—J b(t)et™tdt

a a

b
< J [£(t) — (0t < (b— a)||f — dllow < (b— a)e

a

d’ou
b b
J f(t)dt| < J [d(t)dt] + (b —a)e
a a
Ceci étant, nous pouvons choisir N, de telle sorte que pour n > N,
b .
J d(t)et™tdt| <e.
a

Ainsi, il existe un rang a partir N, duquel

b
J f(t)em™tdt| < (14 (b —a))e.

a

b
D’ou lim J f(t)ei™tdt = 0.

n—oo a
0000000000
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