DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°4
Correction

Exercice : 1

1. Considérons la fonction g : My (R) — M,,(R) définie par g(A) = A%. On a g est différentiable sur M, (R) et on a
VA € M, (R) et YH € M, (R) :
dga(H) = AH + HA.
D’ou f est différentiable sur M, (R) et on a V(A,H) € M, (R)? :
1
dfa(H)=H-— 3 (AH+HA).

1
2. Soit AeB= {A EMy(R):I-A] < 2}. D’aprés la question 1., on a pour tout VH € M,,(R),

1 1 1 1 1 1
dfa(H)==H+-H—-AH—-HA = -(I—A)H+ -H(I—A)

202 2 2772 2
et donc
1 1
lafA(H) < ST— A+ S[HI = A))
1 1
< =|I—A|.|H =[[H|[.][T—A
< 5l IR+ S ] )|l
1
< T=AJLHI < S IH].
: _ [dfaH) _ T : N —
Ceci nous donne que VA € B, on a |||dfal|]l = sup W < 5 B étant convexe, on obtient d’aprés le théoréme
H5£0

des accroissements finis que :

1
VXY € B, [[f(X) V)] < 5 IX =Y.
3. On suppose que B B.OnaVAcBona:
[F(A) =TIl < [[f(A) — F(D]| + (D) — 1|

1 1 1 1 1 1 1
- < Z[A—TI|| < = _I||==|I—B|| < -. Dot —I| < =+ - < = clest-a-di .
avec [[f(A) —Tf(D)] < ZHA I < 2 et [|f(1) =1 2||I B|| < ) D'ou ||f(A) 1| < 4+4 < 5 c’est-a-dire f(A) € B

Ceci nous donne que f(B) C B. f: B — B est une application contractante. B est fermé, donc B est complet. Le

1
théoréme du point fixe nous donne : Il existe une seule matrice A € B telle que f(A) = A — Z(A2 —B) = A, donc

A2 =B.Deplus si X € B et X =B on a f(X) = X et par unicité X = A.
I

Exercice : 2

1. Les fonctions coordonnées de f sont de classe ' sur R?, donc f est de classe @' sur R? et sa matrice jacobienne est
donnée par :
cos(x) sin(y)
f) = .
Joew () < X cos(y)

2. Soit (x,y) € R? tel que ||(x,y)|| < —~ et (h,k) € R*\{(0,0)}, on a

EN

h 1— h —sin(y)k
(1= afu) k) = (12 =T 1) (1) = (00 S,

x2

D’autre part, en utilsant les inégalités |sin(x)| < |x| et 1 — cos(x) < Sona:

x2 1 1 9 1
1— h —sin(y)k| < =— K < — Kkl < =I(h,K)| < =|l(hk
I(T —cos(x))h —sin(y)k| < > [h| + yllk| < 32\h|+4| | < 32||(h, )| < 2II(h, )|
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et
x2 1 1 1
| —xh+ (1 —cos(x))k| < [x|[h| + 7|k\ < Z\hl + §|k| < Sy K.

Ainsi,
1
(1= dfe) (T < 5 (K]

Ceci nous donne que pour tout (x,y) € R? tel que ||(x,y)|| < -, on a

— 4’
[(I—dfixy)) (MK 1
I —df s lll= sup : <.
H el (h,k)#£0 ([ (h, K| 2
1 1
3. (a) Il est clair que g est de classe @' sur R? et que (x,y) € R? tel que |(x,y)| < pona Ildgxylll < 7

1
X = {(x,y) e R?/ lx,y)|| < 4} étant convexe, on obtient d’aprés le théoréme des accroissements finis que :
1
VXY eX, g(X) =gV < 51X =Y.

.On a

Iy

1
Montrons que si || X|| < qoona lg(X)| <

1
lg(X) —g(0)]| < EHXII-

Donc
1 1
gl < S IX[H+ 19Ol < ¢ +[Ig(0)]
1 R . T 1 1
avec g(0) = A et ||A] < g par hypothése, d’ou ||g(X)]| < 3 + 3 < 7
(b) X est un fermé de R?, donc complet. D’aprés 3 (a) on a g est une fonction contractante de K dans X :

1
VX, Y€ X, [lg(X)—gMl < 5[IX—=YI.

Le théoréme du point fixe nous donne qu'’il existe un unique Xo = (x0,yo) € X tel que g(Xo) = Xo, c’est-a-dire

Xo = Xo — (f(Xo) — A) ou encore f(Xy) = A. Ceci est équivalent a
1 —cosyp +sinxy = a
%2
70 +sinyo=>

et [[(xo0, yo)ll < 1, donc [xo| < Dt Iyol < L
4 4 4

Réciproquement, si (x’,y’) est solution du systéme précédent avec |x'| < % et y'l < i obtient ||(x’,y’)| < 7l

et f(x’,y’) = (a,b), donc (x’,y’) € K et on a g(x’,y’) = (x’,y’). Donc (x’,y’) est un point fixe de g dans X et

par unicité on obtient (x',y’) = (x0,Yo)-
Exercice : 3

1. f € C®(R?) comme quotient d’une fonction polynéme, donc C*°(R?), par la composée d'une fonction polynéme
strictement positive avec la fonction racine /., qui est €*°(]0, 4-oo[). Puis on a

of
7(7()1:])
grad f(x,y) = | ¥
@(X»y)
avec

of T4+y>+xy—x , of T+x%+xy+
7(X‘y) — y—yé t 7(X)y) :_—yg_
0x (T+x2+y?)2 0y (T+x2+y?2)2
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of of
2. (a) L'égalité (ax + a)() (x0,Yo) = 0 nous donne (y3 —x) — (yo + xo) = 0.
(b) Si (x0,Yo) est un point critique, alors il vérifie (yo + x0)(yo —xo — 1) = 0, donc yo = —xp ou yo = xo + 1. Le

second cas est impossible, car il ne permet pas d’annuler les dérivées partielles. Le premier cas donne xo = 1 et
Yo = —1. Il y a donc un seul point critique.
3. (a) Les dérivées partielles secondes de f en (1,—1) sont données par :

2 2
N I L G A SRR L SO e
o0x0y

—2x37 37
Hﬂ’_”_( 37 —2><323>

1
(b) s? —rt vaut 5 < 0, et 1 strictement négative. Il s’agit donc d'un maximum local de f.

o
T ox2

T (1,-1)=-2x37, s
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