DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°6
Correction

Exercice : 1

1. Soit x € E. On a sy (x) —x € Ru donc il existe « € R tel que s, (x) —x = ou. La condition (s, (x)|x) =0

2.

entraine que o = —2-——. D’olt sy (x) =x—2
u

(a)

(b)

(a)

(b)

()

(x]ut) (x|u)
= e
Supposons Sp(py,y) # 0. Soit A € Sp(pw,yv), alors il existe x € E\{0} tel que pyy(x) = x— (VIx)u = Ax,
et par conséquent (A — 1+ (ufv))(vlx) =0.

e SiA # 1—(ulv), alors (v|x) = 0 et dans ce cas on a py(x) = x, c’est-a-dire 1 est une valeur propre
et E; ={x € E/(v|x) =0}, c’est un hyperplan, donc 1 est une valeur propre d’ordre au moins n — 1.

e Si A =1—(ulv), alors puisque on a py(u) = (1 —(vlu))u, T — (ufv) est une valeur propre d’ordre

au moins 1 si (ulv) # 0 et dans ce cas Ey_,,) = Vect(u).
D’aprés ’étude précédente p,,, est diagonalisable si et seulement si (ufv) # 0.
On a, d’aprés ce qui précéde, det(pyy) = H A =1 — (ujv). Donc py, est inversible si et

AESP(pu,v)
seulement si 1 # (ufv).

Posons pour x de E, y = p;]v(x).

Y =puh(x) & x =y — vy
(VIx)
1— (uv)

, d’oll p;lv(x) =x+ ﬂu.

Donc il existe o : y = x+ ocu en remplagant, on trouve & = .
— (ufv

On note par pfw I’adjoint de py., il est caractérisé par :

Vi, y) €E2 (puy(X)ly) = (xlpf,(y)).
Comme
(x — (vx)uy) = (xly) — (Vi) (uly) = (xly — (uly)v),
donc par unicité :
Puv(y) =y — (uly)v.
Puy € O(E) si et seulement si pour tout (x,y) € E? (Puv(X)Puy(y)) = (xly), c’est-a-dire
vx,y € E, (x — (vixJuly — (viy)u) = (xly) (xly) — (viy) (xhe) — (vix) (uly) + (vix) (viy) (uhe) = (xly)
2
En particulier, si x =y = u, on obtient —2 + (ufv) = 0, donc il suffit de prendre v = ——u, que

(ufu)

I’on notera fi.
Il est clair que pyq = Su.

Exercice : 2

D’une part, il est clair que si u est antisymétrique, alors (u(x)|x) = —(x/u(x)) = —(u(x)|x) et donc
(u(x)x) = 0 pour tout x € E.
Réciproquement, supposons que (u(x)[x) = 0 pour tout x € E et considérons x,y € E. Alors on a

(u(x+y)x+y) =0

et aussi

(ulx+y)yx+y) = X))+ (ux)y) + (uly)x) + (u(y)ly)

Classe: MP 1/3 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

ce qui prouve que
(u(x)y) = —(u(y)x)
et donc que u est antisymétrique.
Soit uw € L(E), soit (e1,...,en) une base orthonormale de E et soit A la matrice de u dans cette base.
Alors on a ajj = (u(ej)le;) pour tous i,j. Supposons désormais que u est antisymétrique. Alors pour
tout couple (i,j), on a
aij = (ufej)le;) = —(ulei)lej) = —aji
et la matrice A est bien antisymétrique.
Réciproquement, supposons que A est antisymétrique, et prouvons que u est bien antisymétrique. On
n

sait que I'on a (u(ej)le;) = —(u(ei)lej). Fixons maintenant x,y € E et écrivons les x = inei et

i=1

n
Y= Zy-lei. On a alors

i=1

(u(x)ly) = (Z xju(e)l Y yies
=1 i

= > xyilulej)le:)
i,j=1

= =) xyilelule))

ij=1

n n
= —| D xel) viule)
=1 i

= —xu(y))

ce qui prouve bien que u est antisymétrique.

Pour démontrer que Im(u) = (ker u)™, il suffit de démontrer que Im(u) C (ker u)*, puis de remarquer que
ces deux sous-espaces ont la méme dimension, qui vaut dim(E) — dim(ker(u)). Prenons donc y € Im(u),
que l'on écrit y = u(x) et soit z € ker(u). Alors on a

(ylz) = (u(x)|z) = —(xlu(z)) =0

et donc on a bien y € (keru)t.
Soit x € Fet y € FL. Alors on a
(u(y)lx) = —(ylu(x)) =0
puisque y € F* et u(x) € u(F) C F.
2). Réciproquement, soit x € ker(u?). Alors

On a toujours ker(u) C ker(u
u()* = () u(x)) = =(xu*(x) =0

et donc x € ker(u).
Si le spectre de u n’est pas vide, soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre (non-nul) associé.
Alors

(ulx)x) =0

alors que l'on a aussi
(w(x)hx) = Allx|?

et donc A = 0.
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7.

I1 est facile de prouver que u? est diagonalisable, car en effet, u? est un endomorphisme symétrique :
pour tous x,y € E,

(W ()ly) = —(u(iuly)) = (< (y)).

Soit maintenant A une valeur propre de uz, de vecteur propre associé x. Comme ci-dessus, on a
2 2
(w”(x)hx) = Allx]|=.

D’autre part,
(W (x)x) = —(ux)u(x)) = —|lu(x)

ce qui prouve bien que A < 0.

On va procéder par récurrence sur la dimension de F. Remarquons déja que la dimension de F ne peut
pas étre égale a 1. En effet, en dimension 1, un endomorphisme antisymétrique ne peut étre que nul
(regarder par exemple la matrice). Supposons donc que F soit de dimension 2. Soit e; un vecteur unitaire

de F, et soit e; = —v(eg). On a alors
x

:
v(ez) = &vz(eﬂ = —aey.

Ainsi, la matrice de v dans la base (e, e;) est bien J(x). Reste & voir que (e, e2) est une base orthonormée.
On a en effet

(erles) = Lerlvlen) =~ (vlerller) = —(esler)

et donc (ejle;) = 0. D’autre part,

leal? = (en)vlen)) = —y(eihRlen) = fles|2 = 1.

Supposons désormais le résultat démontré pour toute dimension inférieure ou égale a p—1 et démontrons-
le en dimension p. Soit (e, e;) une famille orthonormale de F définie comme dans le cas de la dimension
2. Posons G = vect(er, e;)", qui est stable par v, et V| est un endomorphisme antisymétrique de G. Par
I'hypothese de récurrence, on peut trouver une base orthonormale (e3,...,e,) de G telle que la matrice
de v|g ait la bonne forme. La matrice de v dans la base orthonormale (es,...,e,) de v a alors la forme
voulue.

Notons —oc%, ceny —oc% les valeurs propres non-nulles de u?, et E; les espaces propres associés. On sait que

E=FE® - ®E ®ker(u?)

et la somme est orthogonale. On réduit ensuite u dans chaque sous-espace propre de u? en utilisant la
question précédente, et puisque ker(u) = ker(u?), u est ’endomorphisme nul sur ker(u?). En recollant
toutes ces bases orthonormales, on obtient la réduction voulue pour w.
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