DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°8
Correction

1. On a pour tout A € M, (R) et tout X € R", |AX]| < [|A[[||X]|. Donc si B € My (R), [[ABX] < [|A[[[BX]| <
IANIBIIX]], d’ow -

IABX]|
IAB] = < [|AllBI.
X
2. (a) Lasérie Z A—k est absolument convergente, car 1A% HA”k Z A ”k converge et comme M,, (K)
’ Kl geme At T = K & "
keN keEN
est complet la série est convergente.
= AK Ak
(b) Notons, pour tout n € N, S, (A) = Z o la suite de somme partielle associée a la série Z R Par ’'inégalité
k=0 keN
triangulaire, on peut écrire :
- H/Z\IIk
1Sn(A) Z
Par passage a la limite et par continuité de l’apphcatlon norme ||.||, on obtient || exp(A)|| < exp(]|A])-
BAk Ak BAK B|l||A|*
(c) Pour tout n € N, on a BS,, Z W , la série Z —— existe car ! W ” < I H]!' I , donc par passage

a la limite, on obtient

= BAK
Bexp(A) = Z T.
k=0 '

Si A; et A, sont semblables, alors il existe une matrice P inversible telle que A> = PAP~'. Donc pour tout
neN, ona
Sn(Az2) = PSn(A1)PT,

L’application M +— PMP~! étant continue ( linéaire en dimension finie ), donc par passage & la limite on
obtient :
exp(Az) = Pexp(A;)P!

3. (a) Comme A et B commutent, on a :
A+B"  « Ci,  — AB
n! _..Z WAB_A.Z il

D’autre part,

n k n in
[SnlA+B) ~Su(A)sa(B)| = |y ATEE 5 ATy B

n+1<i4+j<2n

A" AL
< 2
n+1<i+j<2n
n
(A +IBID*
<) 4
k=0

Al B||
Z” ‘H ZOII IIBIP
)
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Lorsque n tend vers l'infini, ce dernier terme tend vers el A+BI _ ellAllglBI — 0, donc lim S, (A + B) —
n—oo
Sa(A)SH(B) =0, d’ott exp(A + B) = exp(A) exp(B). On a de méme exp(A + B) = exp(B + A) = exp(B) exp(A)
(b) Yvne N, — =diag | —, —, — |, donc exp(D) = diag(e, e, e’).
n! n!’ nl’ n!

0 0 1
OnaF = 0 0 0 | etF> =0.Donc

0 00

2

exp(F)—I—i-F—i—%:

—_ = N —

1
1
0

o o =

La matrice E étant diagonalisable, car elle admet trois valeurs propres distinctes 1, 2 et 3. Des vecteurs propres
associes sont respectivement 1w = (1,0,0), uz = (1,1,0) et uz = (1,2,2). Donc on a 1’égalité :

E =PDP!
T 1 1
avecP=1| 0 1 2 |],dou
0 0 0
e 0 O
exp(E):Pexp(D)Pq:P 0 e 0 P T=..
0 0 &

On remarque exp(E) = exp(D + F) # exp(D) exp(F), en effet les matrices D et F ne commutent pas.

(a) La propriété est bien vérifiée pour k = 0. Supposons maintenant
[(A +B)< — AR < (JA[l+ IBI)* — [[A]l*.

On a pour tout k € N :

[A+HT AT = (A+H)*A+H)—A*A||
< A +H¥A —A*A — (A + H)*H||
< IA +H)* = AR+ [|A + H[¥|H]|

< (AL +IHDE = AT IA]
FUAT+HIPT A+ (A= AP

< (AL -+ IHIDE AL = A<

AL+ [HID = (AL + [HIDEA]
= (AP = JAf<T

(b) D’apreés 'inégalité précédente, on peut écrire, pour tout n € N et tout H € M, (R) :

mn mn n
(A +H)k Ak (A+H)* Ak
||Zik! _ZFH < Z(ik! k')
k=0 k=0 k=0
n
[A] +[[H)* [A]*
= Z( k! Kk )
k=0
< elAlieMl — 1)

Quand n tend vers I'infini on obtient
|| exp(A + H) — exp(A)|| < el Al (el — 1)

inégalité qui montre que ]Limo exp(A + H) = exp(A), donc ’application exponentielle est continue sur M,, (R).
—
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5. (a) On peut montrer par récurrence que Vp € N,

o2 _ (—1)Pp2P 0
o 0 (_])‘pGZp—H

et o
2 _ 0 (~1)rer
0 - (_])p+192p+1 0 .
. > C%p > ¢! cos@ sin®
D’ou exp(Cq) = Z (29)' + Z ﬁ = ( —<in® cosO ) On a Cg # Coy2x cependant expCq =
p=o PSP '
exp Co 25, donc l’application A — exp(A) n’est pas injective.
oo k
(b) On a exp(A Z = n+Sa) avec Sp = Z (ki R hm Sa =0, donc il existe o > 0 tel que

IA < o= [ISall < I

X
(c) Soit X € R™ tel que (I, + T)X = 0 ou encore TX = —X. Si X # 0, alors H”X”H =1 et donc |[T|| > 1, ce qui est
absurde, d’ou X = 0.

(d) Soit M € My (R) tel que |[M|| < « et exp(M) = I,,. Donc exp(M) — I,, = M(Iy + Sm) =0, mais |[M|| < o =
ISm|| < 1, donc I + Sp est inversible et par conséquent M = 0.
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