DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°11
Correction

Exercice : 1

Notons E=ANB, A’ =A\E,B'’=B\Eet F=Q\ (AUB). On a alors partitionné () en quatre parties disjointes.
De

A=A'"UE,B=B'UEet F=Q\(A'UB'UE)
il vient :

p(ANB)—p(A)p(B) = p(E)—[P(E)+p(A")][P(E)+p(B')]
= p(B)[1—p(E) —p(A) —p(B")] —p(A')p(B')
= p(E)p(F) —p(A")p(B")

Notant alors x = p(E), y = p(F), z=p(A’) et t = p(B’), on est ramené a prouver que

1

Vix,y,z,t) € (RN)*, x+ydz+t=1= |xy—zt| < 7

et a caractériser le cas d’égalité.
Notons que, x et y étant deux réels positifs de somme inférieure a 1, le produit xy est nécessairement inférieur ou

égal a 7 En effet si (x,y) € {x >0,y > 0,x +y < 1}, alors 0 < xy < x(1 —x) et la fonction x — x(1 — x) atteint

1 1
son maximum en 3 et vaut 1

. . 1 .
Le raisonnement étant le méme pour zt, xy et zt sont deux nombres compris entre O et 1 Leur différence est donc

1 1
comprise entre ~7 et T ce qui démontre ’inégalité.
1
Les cas d’égalité correspondent aux cas ot l'un des deux produits vaut 7 et I'autre 0, soit :

1
e p(E) = p(F) = =, et donc p(A’) = p(B’) = 0, auquel cas A et B sont ( presque siirement ) confondus et de

2
probabilité %

1
e p(A’) =p(B') = 7 et donc p(E) = p(F) = 0, auquel cas A et B sont ( presque stirement ) disjoints, et tous

deux de probabilité ]2

Remarquons pour finir que le minimum de la quantité étudiée est évidement 0, et correspond au cas o1 A et B sont
indépendants.

Exercice : 2

1. D; est I’événement « choisir le dé D », c’est donc ’événement « obtenir pile », on en déduit :

P(Dy) = %

D, est 'événement « choisir le dé D, », c’est donc I’événement « obtenir face », on en déduit :

2

P(Dz) - g.

On choisit un dé parmi le dé 1 et le dé 2 et on ne choisit qu'un seul dé, on en déduit que (D;,D;) est un
systéme complet d’événements.

2. Soient n un entier naturel non nul et R,, ’événement « on a obtenu une face rouge au n-éme lancer ».
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(a) Si Dj lieu, on utilise un dé avec 6 faces dont 4 rouges, on en déduit :

PD| (Rn) = —.

(b) Si D; lieu, on utilise un dé avec 6 faces dont 2 rouges, on en déduit :

PDZ(Rn) = —.

3. (Dy,D;) étant un systéme complet d’événement et P(D;) x P(D;) # 0, on peut affirmer, d’aprés la formule
des probabilités totales que :

P(Ry) =Pp, (Ry) x P(D1) 4 Pp,(Ry) x P(D3)

4 1.2 2 4
=—-Xg+tZXz=35

6 3 6 3 9

4. Une fois le dé choisi, les lancers deviennent indépendants, on en déduit :
Pp, (R1 NR2) =Pp, (Ry) x Pp, (R2).

De méme, on a Pp, (R; NR2) = Pp, (R1) x Pp,(R;). En utilisant de nouveau la formule des probabilités totales
avec le systéme complet d’événement (D¢,D,), on a:

P(R1 NRz) =Pp, (R1 NR2) x P(D1) + Pp,(R1 NR2) x P(D2)

1
=Pp, (Ry) x Pp, (R2) x 3 + Pp,(R1) x Pp,(Ry) x

(AL (22
~\6 3 6 379

5. (a) Soit n un entier naturel non nul. Une fois le dé choisi, les lancers deviennent indépendants, on en déduit :

WI N

Pp,(RiNR2N---NRy) =Pp,(Ry) xPp,(R2) x---NPp,(Ry)
444
= XXz
N
\6
Pp,(RiNR2N---NRy) =Pp,(Ry) xPp,(R2) x---NPp,(Ry)
2.2 2
=S x X2
BN
\6

En utilisant de nouveau la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événement (D4, D>),
ona:

P(R]ﬁRzﬂ-~-ﬂRn)=PD1(R1ﬂRzﬂ“-ﬂRn XP(D1)+PDZ(R1ﬁRzﬂ“-ﬂRn)XP(Dz)
n

pAL 2
= et T 3naT
2" +2
= 3neT
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(b) Comme P(RyNR2N---NR,)#0,0na:
p (R ) P(R]ﬂRzﬁ-“ﬂanRn+1)
R1NR2N---NRy, n+1) — P(R] ﬁRzﬂ'ﬂRn)

2n+1 +2

3n+2

2"+ 2

3n+1
(2n+1 +2) % (3n+1)

In+2 » (211 +2)
B 2™ +1

S 3x (2T 40)

6. (a) P(RyNRy) #0 et P(Dy) #0. D'apres la formule de Bayes, on a donc :
_ Pp,(RiNRy) x P(Dy)

PR (01 = R ARy
A
(6) 3 2
=5 =3
9
(b) Soit n un entier naturel non nul. P(R{ "Ry N---NRy) # 0 et P(Dy) # 0. D’aprés la formule de Bayes, on

a donc :
PD](R1 ﬂRzm-'-ﬂRn)XP(D1)

P(RiNRyN---NRy)

AN T
(6) 3

2m 42

3n+1
B 2m o« 3ntl
3 x3x(2n+2)
J— zn
VA

PR1ﬁR2rT-~mRn(D1) =

7. Soit n un entier naturel non nul. On a vu que :

2T‘L
PR] NR2MN---NRy (D1 ) = m

On a vu aussi que :
2™ 4+ 1
PR]ﬂRzﬁ---ﬁRn(Rn+]) = m

On a: om g
Pr,Arsn-nR. (D1) > PryAR AR, (Rug1) & 2 > 3 (2T 1)

S3Ix 2T H1)x 2> 2+ 1)(2M +2)
S3x 2" +2)x 2™ > 2+ 12" +2)
S3x2m >4
S3Ix2MT >2x2m T 4
&2 =1

Or n est supérieur & 1 donc 2™~ " > 1. Par les équivalences précédentes, on peut donc affirmer que :

Pr,Arzn-nR, (D1) > PriAR, AR, (Rug1)-
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