DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°1
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Partie I

1. (a) Par définition on a, ¥(i,j) € [1,nl?, E;j = (8kid15) (k1)1 12+
Soit (u,v) € [1,n]?. Le coefficient de la ligne u et de la colonne v, de EijEpx est

n n
D (Buidunj) (Buwhduk) = Suibuk ) Sujdwh = SuibviSjn. (obtenu pour w =j).
w=l1 w=1

Ce coefficient est aussi celui de 6;,Eix ce qui démontre le résultat :
EijEnk = djnEix.

(b) (Eij)i<ij<n est une base de M, (R); c’est la base canonique de My (R). Si A = (aij)i<ij<n € Mn(R), A
s’écrit dans cette base : A = Z ai; By
1<ij<n
(c) Sii#j, det(I, +AEy) =1, car I, + AEy; est une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
(d) Aveci#j,j#heth#k,ona:

(In + AEy) (In + pEnk) = In + AEy + pEpk + ApdjnEie = In + ARy + pEpg

On en déduit (I, + AEy)(In — AEyj) = I, donc I, + ARy est inversible d’inverse I, — AE;;.
2. (a) Soitiz#jet A= >  ankEnc Alors (I + AE;)A = A + AEA avec

1<h,k<n

n
}\EijA =A Z athi]' Ehk =A Z ahkéth—ik =A Z ajkEik.
1<h,k<n 1<h,k<n k=1
n

Or Z ajkEix est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la i-éme ligne, qui sont

k=1
ceux de la j-éme ligne de A.

Ainsi, (I, +AEj)A est la matrice obtenue a partir de A par le remplacement de la ligne L; par la ligne
L + 7\I_j

(b) On trouve de méme que la matrice A(I, + AEyj) est celle obtenue & partir de A par le remplacement
de la colonne C; par la colonne C; + AC;.
On peut aussi utiliser la relation : (I, + AE;)A) = Y, + ?\Eij)tA = (I, + ?\Eji)tA et se ramener ainsi
au cas précédent.

3. Premier cas : aj3 =1 : Les opérations [; «— i —ayl; (2<i<n)et GG~ CG—aCr (2<j<n)
10 ... 0
0
transforment A en une matrice B de la forme B = ,
: B
0
n n
D’aprés ce qui précede, B=PAQ o P = H(In +apEy) et Q = H(In + ai5E4;) ce qui donne le résultat
i=2 j=2

demandée.
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Deuxiéme cas : Il existe i > 1 tel que aj; # 0 : Alors l'opération L; « L; + 1 L; transforme A en

une matrice A’ du type précédent.
n

1—
Ainsi, B=PAQ, ou P = H(In + ai1Bir) <I +
i=2

an

ﬂ> et Q = H + af;Ei1), sera du type voulu.

1—

Troisiéme cas : Il existe j > 2 tel que a;; # 0. L'opération Cy «+ C; +
ay;

Cj nous rameéne la encore

au premier cas, et on conclut comme ci-dessus.
Quatriéme cas : aj #0et Vi > 2 aj; =0et Vj > 2 aj; =0 : L'opération L, « L, 4 Ly ( multiplication &
gauche par I,, + E;; ) nous raméne au deuxiéme cas, ce qui achéve la démonstration.

4. Remarquons d’abord que la multiplication a droite ou a gauche d’une matrice par une matrice de transvec-
tion ne change pas le déterminant.
eCasn=2:
o Si la premiére ligne ou la premiére colonne de A n’est pas nulle, la question précdente donne : il existe

1 0
0 b > =BetdetB=detA =b.

P, Q, produits de matrices de transvection d’ordre 2, telles que PAQ = (
Cela donne le résultat. ( le cas r = 1 correspondant au cas b =0 )

o Sinon, 'opération L; + L; + L, nous rameéne au cas précédent ( car A #0 ).

e Supposons le résultat démontré a 'ordre n — 1 > 2, et soit A € M, (R), rg(A)=1>1.

o Si la premiére ligne ou la premiére colonne de A n’est pas nulle, il existe P;Q produit de matrices
10 ... 0

0
de transvection d’ordre n, telles que A = PAQ =B = | . B avec 1g(B) = rg(A) = r et

det B = det B’ = det A.

OnaB’ €M, 1(R)et rg(B’) =1—1.

> Si rg(B’) =0, c’est-a-dire si r = 1, on a directement le résultat voulu.

> Sinon, I'hypothése de récurrence permet d’affirmer qu’il existe Py, Q1, produit de matrices de transvection
d’ordre n — 1, telles que P;B’Q; = By avec

1
(0)
By = 1 0 sirg(B;)<n—1
(0)
0
et
1 (0)
B = : sitg(B;)=n—1 (et detB; =detB' =detA ).
(0) det(B1)
10 0 10 0
En notant P/ = : b et Q' = : o , on vérifie alors facilement, en effectuant le
0o o
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6.

produit par blocs :

10 0
PAQ = | .
: P1B’Q;
0
1
1 0 0
Soit PPAQ’ = 0 sitgB = n—1 c’est-a-direrg(A) =n,et PPAQ’' = ! 0
: 1
0 det(A) (0)
sinon.

On obtient alors le résultat a ’ordre n, en remarquant que si P; et Q; sont des produits de matrices de
transvection d’ordre n — 1, P’ et Q' sont encore des produits de matrices de transvection d’ordre n ( car,

si T est une matrice de transvection d’ordre n —1, < > est une matrice de transvection d’ordre n ).

0T
o Le cas ou la premiére ligne et la premiére colonne de A sont nulles se raméne au cas précédent, a l'aide
de l'opération Ly « L; + L; o L; est une ligne non nulle de A ( il en existe car A # 0 ).

D’aprés ce qui préécde, si A est une matrice carrée de déterminat 1( leur ensemble forme un sous-groupe
de GL,(R), noté SL,,(R) ), il existe P,Q produit de matrices de transvection telles que I, = PAQ soit
A=P1Q"

P_1, Q_] étant elles auusi des produit de matrices de transvection, A est donc produit de matrices de
transvection. Donc SL,,(R) est engendré par les matrices de transvection.

(a) Calculons A = (I 4+ AEy) (In + uEnk) (In + AEij)*] (In + AEnk) ™' en supposant i #j et h#£k. On a :

A = (In+AEy)(In + pEnk) (In — AEg) (In — ABwk)
= (In +AEyj + uEnk + AudinEi) (In — AByj — tEnk + AudinEi)
= In+ AEy + uEnx + ApdjnEi — AEyj — AEf — AudipcEnj — A udjndicEy
—MEni — ApdinEik — At?8indknEin + AudjnEik
A28 85 ik + A2 8jn0ixcEnk + A7 8in8indikEix
= Tn +AuSjnEi — ApdikEnj — M pdinducEij + Au?8indikEnk + A2 p?8ndi Eik
En supposant i # k, on a A = I, + ApdjnEix puis, pour h =j : A = I,, + AuEy (il est possible de
trouver (i,j,k) € [1,n]> tel que i #j, i # k et j # k car n > 3 ). Il suffit donc ensuite de choisir i = «,
k =3 et An = a pour obtenir A = I, + akq4g.
(b) Soit A =1, + aEqp avec & # 3 une matrice de transvection, et i,j, h,k,A, i comme ci-dessus. On a
alors :

f(A) = f(In + AE)f(In + pEy)f((Tn + 7\Eij)7] )F((Tn + )\Eij)71 ).

Donc
f(A) = (I + AE)F((Ly 4+ AEgj) ") F(Ly + pEy)f((In + AEg) ™)

F(A) = [ (In + AEy) (In +AEy) | £ | (I + HEq) (In + AEy)™' | = F(L)F(In)

Or f(In) =1, dou f(A) =1.

(c) Soit A € M, (R). Alors, il existe P et Q produits de matrice de transvection, telles que B = PAQ soit
diagonale, de la forme décrite a la question 4, donc f(B) = det(A).
D’autre part, on a f(B) = f(P)f(A)f(Q) =1 x f(A) x 1, d’ou f(A) = det(A).
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Partie II

1. VA,B € Mn(R), VA € R, on a tr(A + AB) = tr(A) + Atr(B), donc ’application tr est linéaire.

n
Posons A = (aij)]gi’jgn, B = (bij)1§i,j§n et C=AB = (Cij)1§i,j§n avec Cij = Z aikbk]-. On a
k=1
n n o n n o n
tr(AB) = Z Cii = Z Z aikbyi = Z Z byiay = tr(BA).
i —

i i=1 k=1 k=1 i=1
2. (a) Soit i #j. On a o(EyEi) = 0(0) =0 car o est linéaire. D’ot1 0 = o(E;;Eyj) = o(Ey;) = 0.
(b) G(EijEji) = O'(EjiEij), d’ou O'(Eﬁ) = O'(Ejj) pour tous (i,j) S [[],Tl]]z.
(c) Notons A la valeur commune des o(E;;) pour T < i< n. Soit M € M, (R), M = Z ajEyj. o étant
1<ij<n
linéaire, donc :

n n
o(M) = Z my;0(Ey) = Z my;0(Ey) = AZ mii.
1<ij<n i=1 i=T1
En conclusion, il existe A € R tel que o(M) = Atr(M) pour tout M € M, (R).
3. Si A,B € My(R), on a tr(AB — BA) = 0, donc VM € T, tr(M) = 0, car M est combinaison linéaire de
matrices de la forme AB — BA, et tr est une forme linéaire.
Notons T/ = {M € M, (R)/tr(M) = 0}, on a donc T C T’. De plus, dim T’ = n? — 1 puisque T’ est un
hyperplan de M, (R); c’est le noyau d’une forme linéaire non nulle. Donc dim T < n? — 1.
D’autre part : sii # j : Eyj = EyEy — EyEy € T et sii e [2,n], Ey1 — B = EqiEyy — EyEqy € 7. Donc
T contient, en particulier, les n> — 1 matrices (Eij)i et (Ev1 — Eii)2<i<n. Ces matrices étant linéairement
indépendantes, il en résulte que dim T > n?—1.
Finalement dim T =n’? — 1 et donc T = TJ".
Puisque I,, ¢ T’/ = 7, la droite vectorielle engendrée par I,, est bien un supplémentaire de T et donc

Mu(R) =T @ H.

4. On trouve, comme dans la question 1.6.(a),

Frp FisFre = In + Eij — 8ikEnj + 81 Eik — 8ikcSjnEn.-
5. On a alors :
0(Fp FisFri) = 0(FyFriFry) = O(Fy).
D'ou :
0(Fy) = 0(Fy5) — 8k O(Enj) + 0jn0(Eix) — dkcd5n0(Eni)
Donc
—8ikO(Enj) + 810 (Eix) — 0ukdjn0(Enk) = 0.
Pour i =j =h et 1 #k, on obtient : 6(Ey) = 0.
Pour i =k, j =het i #j, on obtient 0(Ey) — 0(Ej;) = 6(Enk) = 0, donc O(Ey) = 6(Ej;).
Notons A la valeur commune des 0(Ej;) pour T < i < n. Soit M € My(R), M = Z ajjEy. O étant

1<ij<n
linéaire, donc :

n

0(M) = Z my0(Ey) = Zmiie(Eﬁ)
1<i,j<n i=1

Donc il existe A € R tel que 6(M) = Atr(M) pour tout M € M, (R).
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