DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°6
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Partie I. Etude de deux exemples

1. (a) D’apres la formule du bindme, on a :

Y Cr=@1+1)"=2"

. * k k
(b) Onadonc:Vn e N, a, = QnZE 2nZE

(c) Comme « # 0, les séries Z an et Z a, sont grossierement divergentes.

neN* neN*
2. (a) Toujours d’apres la formule du bindme, on a :

1+z2
* k k _
VneN, a, = 2n§ Crz ( )

(b) On suppose que |z| < 1.
i. Soit n € N. On sait calculer les sommes géométriques. La raison z étant différente de 1, donc

1
Pour |z| < 1, hmz = 0. Ainsi, th():1

, donc la série E 2" converge et
n—o00 — 2z

neN

[e.@]
:E Zn:
n=0

1+ |2] .
< 5 < let Z a,, est donc

neN

ii. Soit n € N. On a d’apres l'inégalité triangulaire |a,,| =

z+1
2

une série géométrique de somme

2
ay, —T = = 25(z).
Z -51 1—2

(¢) i Pourtoutn €N, |2"| = |2|" > |z| > 1 donc (2"),en ne converge pas vers 0. Ainsi, la série E 2"
neN
diverge.
—1\"
ii. Pourtoutn € N, a;, = | — | , d’apres la question 2.a. Ainsi, ) a, est une serie géométrique de
n 2 n
neN
raison —- donc g a,, converge.
neN
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X , 14" L L
iii. D’apres la question 2.a, on a pour toutn € N, a;, = 5 . Ainsi, (a;,)nen est une suite géo-
P . + 629 P4 .. 0
métrique de raison r = 5 =cos(g e Ainsi, |r| = |cos 5 ) Comme 6 €] — m, 0[U]0, 7],

|r| €]0, 1] et la série Z ay, converge. De plus,
neN

= 1—r 1—(1+ei9)

2 2 2
- 0 0 9 ;0
L—e el2 (e"i e’2) —2ie'2 111%
0
e "2 cos (g)
= —=1+i—7
Sll’l§ Sin (5)

Partie II : Etude du procede de sommation

1. Comparaison des convergences des deux suites

—1D(n—k+1 K
(@ i Onaﬁfl:n(n ). +1) ~ n—carpourtoutpe[[O,k—l]],n—p ~  n.

k! n—+oo k!’ n—4-o00
ii. Soitn € N*,ona n* ekintmyn n®) e—"ln@)(l "?11;’((531) .Ona li 1—-k n(n) 1, donc
. n P . = = 1m — =1,
21kl k! k! n—o0 In(2)n
k
.. ol
nh_)rg() gl = = 0. Par équivalence, nh_)rgo Q—nﬂn =0

1
(b) D’apres la question précédente, pour tout k € [0, ng], nh_)rglo Q—nﬂ,’?b = 0. Ainsi, no étant fixé, S,,,(n) est

alors une somme finie de termes de limite nulle et donc

lim S,,(n) =0.

n—oo

(c) Soit ¢ > 0. Comme (ay,)nen est de limite nulle, il existe un rang ng > 0 tel que pour tout £ > ny,
lag| < e.
Soit n > ng. En sommant les inégalités précédentes pour k allantdenpan,ona:

n
k=ng k=no k=no

Or,ona:

n

k Ak
k=0

ol 4 a

k %k k Ak
> Choelt Z Ch o
k=0

k=ng

IN

no—1

k Ok K lak]
> Cnge|+ 3 oyl on
k=0 k=no

no—1

k Ok
Z En27 +e
k=0

IN

IN
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La suite (Sy,—1(n))nen étant de limite nulle, d’aprées la question précédente, il existe n; € N tel que
Vn > nq, |Sp,—1(n)| < e.On a alors

Vn > max(ng,n1), |a,| < 2e

On a donc montré que

lim a;, =0.
n—oo

(d) Ona

n

car o kzo C; = 1. On se ramene ainsi au cas précédent (a, — [ — 0). Ainsi nl;ngo (ay, — 1) = 0 donc

lim a; = 1.
n—oo

—1\"
(e) Sia, = (—2)" alors (a;,)nen est une suite convergente de limite nulle (car (a;,)neny = <<2> > et
neN

-1 g .
‘2 < 1) alors que (an)nen est une suite divergente. Il n’y a donc pas équivalence entre les conver-

gences de (an)nen et de (a), )nen.

2. Comparaison des convergences des séries E an et g a,
neN neN

(a)

0
U() = Zaz:aézaO:So
k=0
1 1
U, = 22&222a6+2a’{:2a0+2ak:250+51
k=0 k=0
1
Uy = 4 aj=4a;+4a] + 4aj
k=0
1 2
= 4a0—|—22ak+23ﬁak:4a0—|—2(a0+a1)+(a0+2a1+a2):(a0+a1—|—a2)—|—3(a1+a0)+3a0
k=0 k=0

= S5 +351 + 35

1
(b) La formule est vraie pour n = 0 d’apres la question précédente car Z Ch1Sy = So

k=0
Soit n € N tel que la formule soit vraie au rang n. On remarque que

Un+1 = 2n+1Tn+1 = 2TL+1 (Tn + a:"rl) = 2Un + 2n+1a:+1

D’apres I’hypothése de récurrence, on obtient :

n n+1
k+1 k
Upt1 =2 E ChtiSk + E G0
k=0 k=0

On utilise alors la remarque de 1'énoncé pour exprimer ay, a 1'aide de Sy, et S_;. Ainsi,

n n+1
Unt1 =2 Z Cf:&sk + Z CZH(S’I@ — Sk-1)
k=0 k=0
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En réordonnant les termes, on obtient :

n n+1
s = 23O+ ) B~ YOI
k=0
n n+1
= > Cilisi+ > Chiase
k=0 k=0
— Z (Bkﬁ - En+1) Sk + Spi1
k=0
n
= Z U’ngk + Sny1
k=0
n+1

_ k+1
- Z Cn+2

Ainsi la propriété est vraie au rang n + 1. Par principe de récurrence, on peut conclure que la formule
est donc vraie pour tout n € N.

3. (a) Soitn € N*. D’apres la question précédente, on a :

n—1 n n
Un—l = Z BZ—HS]C = Z CZ+1S]€,1 = Z CZ+1U]€ = 2”1):,
k=0 k=1 k=0
car S_1 = 0.
(b) On sait que Z a, converge. Ainsi, (Sp)nen converge. Notons S sa limite. On sait alors que (v, )nen
neN
converge vers S. D’apres la question 1.d, on peut alors en déduire que la suite (v},),en converge vers
S.
De pl toutn € N°, T, = 2 — 9. In__ g 25.0 td 1 la séri *
eplus, pour toutn € N, T, = - = 25,75 = 2vp4y — 25. On peut donc conclure que aserleZan
neN
o0 [e.e]
converge et que Z a, =2 Z .
n=0 n=0
4. Sia, = (—2)" alors Z an diverge alors que Z a,, converge (cf question 2.c.ii). Les séries Z an et Z a
neN neN neN neN

ne sont donc pas toujours méme nature.
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