DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°7
Correction

Source : https://concours—-maths—-cpge.fr/
N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
Premiére partie

1. (a) On vérifie aisément que A est bien une application de & dans &, car pour tout polynoéme P, A(P)
est bien un polynome, et qu’elle est linéaire :

V(P,Q) € 2% ,YAER, AAP + Q) = MA(P) + A(Q).
Donc A est un endomorphisme de Z.

(b) Soit P € & de degré r > 0. Il existe donc des réels ag, a1, . .., a,, avec a, # 0, tels que P = Z apX*.

k=0
r

On aura alors A(P) = Zak[(X + )F - X*] = Zak[(X + 1)¥ — X*], les termes constant se
k=0 k=1
simplifiant.
k—1 '
Or, d’apres la formule du bindme, pour tout k& > 1, (X + 1)F — X* = Z C¥ X est un polyndme de

1=
degré exactement k — 1. Puisque a, # 0, le degré de A(P) est donc égalar — 1.
(c) e Ilestclair que, si P est un polyndme constant, A(P) = 0, c’est a dire P € ker A;
e et, d’apres la question précédente, si P n’est pas constant, donc de degré » > 1, A(P) ne peut
étre nul, car de degré r — 1.
En conclusion, ker A est exactement ’ensemble des polyndmes constants, Z.
2. (a) Si P € &, alors deg(P) < r et A(P) est de degré inférieur ou égal a r — 1. Ainsi, A(Z,) C P, C
2, ; le sous-espace vectoriel &7, étant stable par A, on peut donc considérer 'endomorphisme A,
induit par A sur &,. A, est donc un endomorphisme de Z,..

(b) De fagon immédiate : ker A, = ker AN &, = ker A = Z,,.

(c) Onadéjavualaquestion2.aquelmA, C &,._;.Onvient aussi de voir que dimker A, = dim &) =
1; d’apres le théoréeme du rang, on aura donc

dimIm A, =dim &, —dimkerA, = (r+1)—1=r =dim #,_; .

Les sous-espaces vectoriels Im A, et &2,_; étant inclus I'un dans l’autre et de méme dimension, ils
sont égaux : Im A, = ;4.
(d) Soit @ un polynéme quelconque.
e SiQ=0,ona@ =A(0);
e sinon, il existe r > 1 tel que Q € &,_;. D’apres la question précédente, () appartient a I'image
de A,, c’est-a-dire qu'il existe P € &, tel que Q = A, (P) = A(P).
Dans les deux cas, on a prouvé 1’existence d"un antécédent a @Q par A, donc A est surjective de &
dans &.

3. Notons ¢ l'application de & dans R qui a tout polynéme P associe sa valeur en 0, P(0).¢ est trivialement
une forme linéaire sur 7. L'ensemble £ est alors 1’ensemble des polynomes P tels que ¢(P) = 0, c’est-a-
dire le noyau de ¢.
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Il en résulte que £ est bien un sous-espace vectoriel de &, mais surtout que c’est un hyperplan de &.
D’aprés le cours, toute droite vectorielle qui n’est pas incluse dans cet hyperplan en est un supplémen-
taire. C’est le cas de & (ensemble des polyndmes constants), donc on a

P=EDP.

Soit P € e N & tel que A (P) = 0, donc P est un polynome constant et P(0) = 0 alors P est nul et donc
la restriction de A a € est un isomorphisme.

4. (a) Notons u la restriction de A a £. On vient donc d’établir que
u: &€ — X
P — A(P)
est un isomorphisme.
Soit n € N. La propriété de I'énoncé : « N,,(0) = 0 et A(N,,) = N,,_1 »est équivalente a: « N,, € £ et
u(Np) = Ny—1 ». ouencore a « N,, est 'antécédent de N,,_; par u ».
La suite N,, est donc la suite définie par récurrence par
No=1 et VYneN, Nn:u_l(Nn_l).
X(X-1)...(X - 1
(b) En écrivant P, = ( ) '( ntl) ona P,(0=0et
n!
X+H)X(X-1)...(X—n+2 XX-1)...(X—n+1
A(By) = Po(X +1) - Py(x) = FHDXEZ Dol ) AEEDd :
X(X-1)...(X—n+2
_ X ) n'( n )[(X+1)—(X—n+1)]
—n
XX-1)...(X—n+2)
(n—1)!
Par unicité de la suite (IV,,),en, on a bien N,, = P,,.
(c) e Lafamille de polyndmes (N, ),¢[o,] est une famille de polyndmes de degrés distincts (puisque
deg(N,,) = n pour tout n). D’apres un résultat du cours, elle est donc libre.
De plus, il s’agit d"une famille de » + 1 éléments de 1'espace vectoriel &, qui est de dimension
7 + 1. Donc la famille (Ny, )¢, st une base de &,
e La famille de polyndmes (N,,),cn est libre car formée de polynomes de degrés distincts.
De plus, si P est un polyndome quelconque de &, il existe r entier tel que P € &,. D’apres le
résultat précédent, P sera donc combinaison linéaire des N, pour 0 < n < r, donc a fortiori des
N, pourn € N.
Cela signifie que la famille (V,,),en est génératrice de & et par suite (N, ),en est une base de
2.
(d) e Soit Q de degré < r. Puisque (Ny,)nc[o,) est une base de &7, il existe des coefficients réels
ap,at, ..., a, tels que
,
Q= Z anNp.
n=0
Pour tout entier k € [0, 7] on aura alors, par linéarité
T
Ak(Q) = ZanAk(Nn) (1)
n=0
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Mais A(Np) = 0 et A(N,,) = N,_1 sin > 1, donc par une récurrence facile on a

ank sik <n

VkeN,Ak(Nn)Z{ .
0 sinon

En reportant dans (1) on obtient

Ak(Q) = Z anNp_ = ap + Z anNp_f .
n=~k

n=k+1

Puisque N;(0) = 0'sii > 1, en appliquant cette derniére relation en 0 il vient : A*(Q)(0) = ay
donc on a bien

VQ e P, Q=) A" (Q)O0)N,.

n=0

e Puisque A"(Q) = 0 deés que n est strictement supérieur au degré de (), on pourra donc écrire :

+oo
VQeZ,Q=>Y A"Q)(0)N,

n=0

les termes de cette somme étant tous nuls a partir d"un certain rang.

+oo
(e) Soit P € &#;onaaussi P = Z A"(P)(0)N,, donc

n=0
+00 +oo o
A(P) =) AYP)YO)AWN,) =, Y A"P)0)Np1 =Y A" (P)(O)N,
n=0 car n=1 n=0

A(No)=0
La famille (IV,,) étant libre, 1’égalité A(P) = @ est donc équivalente a
Vn e N, A" (P)(0) = A™(Q)(0)
ou encore a

Vn e N* | A"(P)(0) = A" (Q)(0)

+oo

Les polyndmes tels que A(P) = @ sont donc les polyndmes de la forme P = ag+ Z A" HQ)(0)N,,
n=1

avec ag constante réelle quelconque.

(f) e SiA(P)=(Qonaura

Q(k)=) [P(k+1)—P(k)] =P(n+1)— P(0).
k=0 k=0

1
e On prend ici Q = X2 Puisque N1 = X et Ny = §X(X —1)ona@ = 2Ny + N;. D’apres les

calculs précédents, un polyndme P tel que A(P) = @) sera par exemple
P—2Ny+ Ny — %X(X (X —2)+ %X(X 1= éX(X S DEX 1),
On aura donc

S =3 Q) = P(n+1) — P(0) = %n(n F1)@2n+1).
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5. Notons 7' 'endomorphisme de & défini par
VPe Z,T(P)=P(X+1)

de sorte que A =T — Id. Puisque les endomorphismes 7" et Id commutent, on peut appliquer la formule
du bindme dans I'anneau £(.Z?) et on obtient :

VneN, A"=(T—1d)" = <7;) Ti(— Id)"~
=0

Par une récurrence immédiate, on a, pour tout Q € & et tout entier i : T"(Q) = Q(X + i). La relation
précédente appliquée a Q donne alors immédiatement :

n

VneN, A™Q) = Z(—nn—i(

=0

n

.)Q(X—H’).

]

6. (a) Notons tout d’abord qu’on vérifierait facilement que C(A,) est bien un sous-espace vectoriel de
L(Z,).

i. Soient g, h € C(A,) tels que g(N,) = h(N,). Puisque g et h commutent avec A, on a
G(Ne-1) = g0 AL (N,) = Ao (V) = Ay 0 h(N;) = ho A(N;) = A(N, 1)
et par récurrence descendante on obtient
Vk € [0,7], g(Ng) = h(Ng) .

Ainsi g et h, endomorphismes de &, coincident sur une base de &, donc g = h.

ii. immédiat, puisque (N, ),e[o,, st une base de ;..

iii. e Soitg € C(A,) et ag,a,...,a, tels que g(IV, Z%N Puisque, pour n € [0,7], N, =

n=0
ATT"(Ny),ona g(N, (ZanAT ”) )

Or I'endomorphisme de &, défini par h = Z anA; " est élément de C'(A,) (vérification
n=0

facile). Il résulte alors de la question 6.a.i que g = h c’est-a-dire g = Z an A"

n=0
g est donc combinaison linéaire des A¥ pour 0 < k < 7, c’est-a-dire que la famille (A¥) ke(0,r]
est génératrice de C'(A,).

e Montrons maintenant que cette famille est libre.

,
En effet, sion a Z arAF = 0, alors en appliquant cette égalité & Ny, puisque A(Np) = 0, on
k=0
obtient ag = 0, puis en l'appliquant & Ny, puisque A(N;) = Np = let AQ(N 1) = 0 on trouve
a; = 0 etc... Ainsi, tous les a;, sont nuls, ce qui prouve que la famille est libre.
En conclusion : (AF) kelo,r] €st une base de C(A,).

iv. Le fait que d et A commutent est immédiat.
T

S’il existait un entier r et des réels ag, a1, ..., a, tels que d = Z apA¥, on aurait en particulier
k=0
,
rr1 = d(Npyr) ZakA Nyi1) = ZakNrH_k. Mais tous les polynomes N, ;_j pour
k=0
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0 < k < r s’annulent en 0. On aurait donc N, ;(0) = 0 et 0 serait racine au moins double de
N,41, ce quin’est pas vrai (les racines de IV, sont simples, ce sont les entiers 0,1,...,7).

On a donc obtenu une contradiction. Cet exemple montre en fait que le commutant de A n’est
pas réduit au sous-espace vectoriel engendré par les A*, contrairement au commutant de A,..

(b) Notons A, la matrice de A, dans la base (Ny,),co,r)- On vérifie facilement que :

01 0 ...0

00 1 ...0
A, =

b 1

0 ... .c. ... 0

On voit que 0 est I'unique valeur propre de A,, donc A, est un endomorphisme nilpotent et d’apres
le théoréme de Cayley-Hamilton, A7*'= 0. En particulier I'endomorphisme n’est pas diagonali-
sable, car I'endomorphisme A, est non nul.

(c) Supposons qu’il existe g € L(Z;) tel que g 0 g = A,. On aurait alors
gOATZQBZArog
c’est-a-dire que g commute avec A,..

'
D’apres ce qui précede, il existerait des réels ag, a1, ..., a, tels que g = Z akAff = qold+a1A, +
k=0
oot ar .

T
On aurait alors go g = ag Id +2apa1 A, + Z bkAf ou les by, sont des réels dont la valeur importe
k=2
peu. Puisque la famille (A* )kelo,r) est libre, cela implique ag = 0 et 2aga; = 1, ce qui est impossible.
Il'y a donc contradiction et Il n’existe pas d’endomorphisme g de &, tel que go g = A,.

Seconde partie

1. Notons d’abord que les définitions de 1’énoncé posent probleme lorsque n = 0. On supposera doncn > 1
pour la suite.
On remarquera aussi que, puisque I’énoncé suppose z ¢ N, les N,,(z), donc les u,, ne sont pas nuls.

(@) Ona:
Unt1  (n+1 P |Npy1(2)] _(n+1 P la —n _(n+1 =g —n
Up, — \ M IN,(z)]  \ n n+l1 U n n

Pour n assez grand on aura n — x > 0 (x est fixé) donc
U 1\ x
n+1:<1+> (1_7)
Up n n
1 t—1-— 1
vn—ln(un+1>—(t—l)ln<l+)—i—ln(l—x) $+O<2)
Up n n n n

On en déduit immédiatement :

) t—1—=x . L .
o sit#1+x,v, ~ ——— :lasérie de terme général v, diverge.
n—+oo n

puis

. 1 . .
esit=1+z,v,=0(— |et la série de terme général v,, converge.
n
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(b) Pour toutn € N¥, Z v = Z In(ug41) —In(ug) = In(up+1) —In(u) done, compte tenu des résultats
k=1 k=1
précédents :

e Sit < 1+ x:la série de terme général v, diverge et v,, < 0 a partir d'un certain rang, donc
n
li =—oodou li =0.
Jim (kZ ) cod'o L un
e Sit > 1+ x:la série de terme général v,, diverge et v,, > 0 a partir d'un certain rang, donc

n
lim (E vk> =+4+ocod’ou lim wu, = +oo.
n—o0 n—+00
k=1
e Sit =1+ z:lasérie de terme général v, converge , donc la suite (In(u,,)) converge vers un cer-

tain réel I, et (u,,) converge vers un réel C(z) = e'* > 0. Ona donc dans ce cas liril nIt N, (z)] =
n—-+00

C(z),d’ott:
C(z)

e .
n—-+o0o TLI+1

| No ()|

2. (a) Sif(x)=>b"ona

n

an =Y (=107 = (b—1)"

1=0

d’apres la formule du bindme.

(b) eSiQ= Z arNg, Q est de degré < n et on avudansl4.d que @ = Z AF(Q)(0)Ny,. La famille

k=0 k=0
des polyndmes (NNj) étant libre, on en déduit

Yk €[0,n], ar = AFQ(0).

e Soit R le polyndme de degré n tel que R(i) = f(i) pour tout i € [0, n] (un tel polyndme existe et
est unique d’apres les résultats sur les polynomes d’interpolation de Lagrange). D’aprés 1.4.d,

onaR = Z A*(R)(0)Ny, et d’apres 1.5,
k=0
k k

ARR)(0) = Y (~1)*CFR() = Y (~1)*CEF (i) = a,

i=0 =0
donc R = Q.
Par définition de R on a donc bien
f(@) — Qi) = f(i) — R(i) = 0 pour tout i € [0, n].
(c) e Supposons dans un premier temps x ¢ [0, n].

Soit p : t — f(t) — Zaka(t) — Npt1(t)A, out A est le réel tel que p(x) = 0 (A existe et est
k=0

unique puisque l'équation ¢(z) = 0 équivaut a AN, ;(z) = f(z) — Z apNi(x) et que Ny11(x)
k=0

est non nul ici).

Puisque Ny41(i) = 0 pour tout i € [0,n] et compte tenu du résultat de la question précédente,
la fonction ¢ s’annuleen 0, 1, ..., n et en z, c’est-a-dire en n + 2 points distincts. Etant de classe
¢ (car f estde classe €°° par hypothese et les autres termes sont des fonctions polynomiales),
I'application itérée du théoreme de Rolle montre qu’il existe un réel 6 tel que "1 (9) = 0.
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n
Mais Z arNj est un polyndme de degré < n, donc sa dérivée (n+1)-ieme est nulle et puisque le

k=0
n+1

terme de plus haut degré de N, est m, ona Nérj:l) — 1. Ainsi, (p(n+1)(t) _ f(n+1)(t) _A
n
et la relation o™+ () = 0 donne 4 = (1) (9).

En remplacant A par cette valeur dans la relation ¢(x) = 0 on trouve bien Va ¢ [0,1] , 30 €
R tel que f(z Z axNe(z) + fPTVO) Ny (z)  (2).

e Enfin, cette proprlete reste vraie lorsque = € [0,n] d’apres le résultat de la question IL.2.b et
puisque alors N1 (z) = 0 : il suffit de prendre 6 quelconque.

(d) e Enreprenant les notations précédentes et compte tenu de I'’hypothése faite ici, on aura
PO O) N (2)| < Mn | Ny ()]

C(x) C(x) done 1 [Ny (2) ~ CTE;U)'

Or, d’apres I1.1.b, | N, N h L 1)arl, Y !
r, d’apres [Nt (z)| n—stoo (N + 1)TH1 5100 na+l

Pour z > O on en déduit lim f™+Y ()N, 1 (z) = 0 et la relation (2) implique Vz > 0, f(z) =

n—-+00
Z arNy(x) cette relation restant trivialement vraie pour z = 0 puisque ag = f(0) et N(0) =0

si: k>1.
k .
e Sionsuppose de plus f(i) = 0 pour tout entier 4, alors pour tout k € Nay = Z(—l)k_lﬂff(i) =
i=0
0d’ou f(z) = 0 pour tout z > 0.
(a) En reprenant le résultat de II.1.b, puisque = ¢ N : donc si |h| > 1, (croissances comparées) d’ot1 si

|h| > 1, la série Z h"™ Ny (z) est grossierement divergente.
(b) On supposeici |h| < 1.

i. e Siz =k e Nalors N,(z) =0deés quen > k + 1, donc la série Z h"™ Ny (z) est convergente
n>0
(somme finie).
e Sinon, on a toujours 1'équivalent donc, toujours a l'aide des croissances comparées des
suites usuelles, lirJIrl n2h"Nn(a;) = 0. Ainsi, , et d"apres les théorémes de comparaison sur
n—-+0o0

les séries a termes positifs, la série g h"™ Ny (z) est absolument convergente, donc conver-
n>0
gente.

ii. e Lafonction f : h — (14 h)” est de classe € sur | — 1, 1], on peut donc lui appliquer la
formule de Taylor avec reste intégrale a tout ordre n entre O et h :

n (k) h(p  an
sy = Yol PR e )

k=0

®)(h —1)...(z—k+1
Or, pour k& > 1, / k'( ) = 2z —1) k'@ + )(1 +2)" % = Np(x)(1 + h)*F, cette
derniére égalité restant vraie pour k£ = 0 puisque Ny = 1, de sorte que la relation (3) devient

h
1+h thNk 7’L+1)Nn+1($)/ (h_t)n(l—i-t)m_n_ldt
0
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ce qui se réécrit en :
~ " (h—t\" 1
()7 = SN ) = (o DNaa(e) [ (157) e iar
— o \1+¢

¢ On a la majoration

1 [/ h—t\" 1
— —_— 1+8) 71 < ——
w ) () e ’—|h|"

h—t
1+t

/

est une fonction homographique, donc monotone; ses valeurs extré-

(1+ t)“dt’

La fonction ¢ —

1+¢
males sur [0, h] sont donc obtenues pour ¢t = 0 et ¢ = h; ce sont respectivement h" et 0, de
sorte que
vt e 0.k (ou [h0]) . |2t < nmy
) ) ) 1 _"_ t —
donc

Vn €N 1/h h=t n(1+t)f—1dt < /h(1+t)‘”‘1dt
IR o \ 1+t —Jo

(inutile de calculer la valeur de cette derniere intégrale, ce qui est important, c’est qu’elle ne
dépend pas de n).

iii. Si x est entier, V,4+1(z) = 0 dés que n > x, donc

lim (n+1)Nyq1(2) /Oh (h_t

— ) A+ tdt=0.
n——+o0 1+t> (L+1) 0

Clz) il obtenu en II.1.b donne

Sinon, I’équivalent | N, N o \atl
inon, ’équivalent | n+1($)‘n%+w(n+1)x+

00+ DN @)~ EE

D’apres la question précédente, il existe une constante K telle que

/h PN G 4 e < i
o \1+¢ =

h* bl h—t\"
et, puisque lim =0,onaencore lim (n+1)N,i1(x) / < > (1+t)*tdt = 0.
0

VneN,

n——+oo pttl n—-+00 14+t
+o0o
En utilisant alors la relation (4), on obtient Vh €] — 1,1[, Vz € R, (14 h)* = Z h* Ny (z).
k=0
(c) On supposeici h = 1.
C(x)

i. Pour x < —1, z n’est pas un entier naturel et ’on a toujours | N, (z)| .x+1étant <0,

n—-+oo nx"‘l
la suite (N, (z))nen ne tend donc pas vers 0 (car C(z) > 0) c’est-a-dire que si x < 1, la série

Z N, (z) est grossierement divergente.
n>0

ii. En remplacant i par 1 dans la relation de la question I1.3.b.ii, on obtient

1/ _y\"
2 =Y Nie) = (ot Do) [ (T50) (st 6)

k=0
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_T_u <1-—wuet(l+u)*! <max(1,2*"1) = M donc
u

1
Or, pour v € [0,1],0 < .

L /1 —u\™ 1
(n+1)Nn+1(a¢)/ (1 > (1+w)* du §M(n—i—1)\Nn+1(x)\/o (1—w)"du = M |Np.1(2)]

0 1+U

Si z est un entier naturel, V,,;1(z) est nul pour n assez grand, et sinon, I'équivalent

C(x)

N, ~
| "+1($)|nﬁ+oo(n+1)x+1

obtenu en II.1.b montre que lir+n Nypt1(x) = 0 puisqu’ici z + 1 > 0.

n—-+0o0

1 1 _ n
On aura donc encore, d"apres (6), EI_E (n+ 1)Nn+1(x)/ < u> (1 +w)* 'du = 0 ce qui

0 1 + u
+oo
prouve d’apres (5) que Vo > —1, Z Ni(z) =27
k=0
(d) On examine donc ici le dernier cas, a savoir h = —1.

i. e Si z est un entier naturel, (—1)"N,(x) est nul dés que n > z + 1; dans ce cas, la série

Z( —1)" N, (x) converge (somme finie).

n>0

Sinon, |(—1)"Np(x)| ~ Cx( +1) ot C(z) > 0, donc les théoremes de comparaison sur les
n—-+o0o

séries a termes positifs et les résultats sur les séries de Riemann montrent que la série

Z [(— x)| converge ssi z > 0.
n>0
En rassemblant les deux cas, on en déduit la série Z )" Ny (z) est absolument conver-
n>0
gente si, et seulement si, z > 0.
e Siz >0, Z ) est absolument convergente donc convergente.

n>0

—1)...(x— 1
Sizx <0etn>1, Ny(z) = se—1) n$$ n+l) est du signe de (—1)" donc (—1)" N, (x)

est positif et la convergence de la série équivaut alors a son absolue convergence, qui n’a

pas lieu dans ce cas. En conclusion la série g 1)" N, (z) est convergente si, et seulement

n>0
si, z > 0.

ii. Soit, pour n € N, &, la propriété :
«VYx e R, No(z) — Ni(x) + ...+ (=1)"Np(x) = (—=1)"Np(x — 1) »
o Cette propriété est facilement vérifiée pour n = 1 puisque
No(z) = Ni(z)=1—-2x=—(x—1)=—=Ny(z —1).
e Sion la suppose vérifiée au rang n, alors

No(z) = Ni(2) 4+ ... 4 (=1)"Na(2) + (=1)" "' Ny (z) = (=1)"Np(z — 1) + (=1)" ' N1 ()
= (=" [A(Npy1)(z = 1) = Npya ()]
= ()" [Npg1(z —1+1)

Npi1(z —1) = Npya(z)]

= (="' Npya(z — 1)

ce qui établit le résultat a I’ordre n + 1 et achéve la récurrence.
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n

iii. La relation précédente s’écrit : Z DEN(z) = (—=1)"Np(z — 1).

k=0
Siz — 1 est un entier naturel c'est-a-dire siz € N, Ni(z) estnul pour k > 2+ 1 et N,,(z — 1) est

nul pour n > z, donc Z FNi(z) = 0.
k=0
+oo
Six:O,Nk()—Opourk>1donCZ VN (z) = Ng = 1.
k=0
o C(x)
Sinon, I'équivalent |Ny,(z — 1) ~ ——= montreque lim N,(z—1) = 0 puisque z > 0, donc
n—+oo N% n—+00
+oo
S (= 1) Ne() = 0.
k=0

La conclusion de toute la question I1.3 est donc la suivante :

La relation (1 + h)* Z hkN () est vraie si, et seulement si,

e |h| < 1etx réel quelconque.
e h=1letx > —1.
e h=—-letz >0.
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