DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°8

Correction

Exercice n°1
1. (a) La fonction ¢t —

1 : . : fo N
m est continue sur [0, +oo[ et au voisinage de +oo la fonction est équivalente a an qui

o dt
est intégrable (an > 1) au voisinage de +oco. Donc l'intégrale / 0+ converge.
0

1

(b) Le changement de variable ¢ = (E> * conduit a I'égalité :
n

/+°° dt 1 /+°° ua~ldu
0 (1+to) 0

- an= (1+%)n.

+oo 11
. e ua"du
Ceci montre que l'intégrale / W converge et que
o u

n

/+°° uxtdu ok /+°° dt
o (1+%)" o (It
(c) Appliquons la formule :

U\ u\k = u\k
S ) e S ()
(1) =200 (2) =1susr DL (2
k=0 k=2
u\”" n un k
Donc(1+f) Zl—i—u,carZCfl(—) > 0.
n P n

2. La fonction exponentielle est considérée ici comme la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien. Donc

U\ u w lim M w lim B+z)
hm (1 + 7) - hm en1n<1+ﬁ) =e "7 % = e z—0 ® = eu.
n—00 n n— 00 )
1
u
3. (a) Pourn € N* et u > 0, posons fy(u) = ——

w. La suite de fonctions (f,,)nens converge simplement vers la

n
fonction f : 2 > u= ‘e~ “ sur |0, +-0c|, de plus

L3

@

et u —

est intégrable sur ]0,+o0[ ( d’aprés 1.b)). Donc, d’apres le théoréeme de convergence dominé,
u
Ty 1
lim v, :/ watedu=T < ) .
n—oo 0

(07

(b) D’apres la question précédente et en tenant compte de 1'égalité de question 1.b), on peut déduire que I,
Lp (L

n—;\-;-oo
2l (3)
I
na
. In+1 L. n 4 N
4. (a) Ona lim =1, donc le rayon de convergence de la série Z I,z" est égalal.
n—oo
" neN
(b) Pour z €] — 1, 1] fixé, considérons la série de fonctions Z u,, définie sur [0, +-o00[ olt u, (t) = <1 —ft‘l> Il s’agit
neN*
d’une série géométrique de raison 1 xta tel que | . —fta | < 1. Notons (.5,,) la suite se somme partielle associée :
X " X "
e ) ol ()
ULt 15 1+t -
Ona
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e La suite (S,,),, converge simplement vers ¢ — Toge g oW [0, +o0l.
— T
1
Vn e N*, vt >0,|S,(t)] < ——.
o ¥n > 0,180 (0] < 1
e La fonction ¢ +— 11—z est intégrable sur [0, +oo[ : En effet, cette fonction est continue sur [0, +oo[ et
— T

équivalente & — au voisinage de +oco avec a > 1.

Donc, d’apres le théoréme de convergence dominé, on a :

“+o0 “+oo
im [ S,(6)dt = / lim S,,(£)dt
0

n—oo 0 n— oo

égalité qui s’écrit encore sous la forme :

oo +o0
St = [ e
—~ 0 14t -z

Exercice n°2

2 ) 1 ) f—om 6271'1 -1
1. eSiz #0,1(0,2) = / etdt = — [e”t]t_o =———.Siz=0,1(0,0) = 27.
0 i = ix
27 ) 27 eit o efz‘t ) 1 27 ) 27 )
o I(l,z) = sin(t)etdt = / — At = — / et gy —/ @ Dtqe |,
0 0 21 21 0 0
-Sixz #let—1,
I(,2) = -1 (ei(1+:z)27-r _ 1) n 1 (ei(x—l)QTr _ 1)
’ 2(1 4 ) 2(x — 1)
-1 o 1 9
_ i2rr g 2rr )
2(1+ ) (c )+2(x—1) (c )
-Siz=1,I(1,1) =iretsix = —1,I(1,-1) = —im.
2. Pour z réel et n entier naturel on a :
2T ) 2m )
In+2,2) = / sin™ ™ et dt = / sin” t(1 — cos® t)e"**dt
0 0

2
= I(n,x)— / (sin™ t cost) cos te'™dt
0

1 2m ,
= I(n,t) - +1/ (sin™*1 ) coste’™!dt
n 0
; 2 1 2 X .
= I(n,z) - 1 [SinnHtCOStemt]o +n+1/0 sin" ! t(— sinte™® + iz coste'™")dt
1 27 ) ) i 27 L )
= I(n,z) - / sin™ "2 te' "t dt + / sin" ! cos te"*dt
n+1Jo n+1J
I(n, ) L I(n+2,2)+ 1 /277(' n2 gy ettt
= n,x)— n+2,z)+ ———F7 sin e
n+1 n+1)(n+2) Jy
1T
= I(n,z) - In+2,2) + —————— (0 —izl(n+ 2,z
(n.2) n+1 ( ) (n+1)(n+2)( ( )
I(n,2) — ——I(n+2,2) + v I(n+2,1)
= n,x)— ——1in z)+ —————=I(n x
’ n+1 ’ (n+1)(n+2) ’
D’ou )
1 v
I(n,z) = |1+ - I(n+2,x
() ( nt 1 (n+1)(n—|—2)> ( )
ou encore

[(n+2)?—2?| I(n+2,2) = (n+1)(n+2)I(n,z).
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it —it n
3. Les formules d’Euler sint = % et la formule de Newton (a + b)" = Z <Z> a®b"~* permettent d’écrire :
J
k=0

1 n n 27 )
I(n,z) = (22> Z(—1)"—’fﬂ’;/o el Ghmnte)tqy

k=0

2w

Les intégrales / !kt 2)t 4t sont nulles sauf si 2k — n + 2 = 0 ou encore n — z = 2k. Donc plusieurs cas a
0
distingués :

(a) Sin=2petxz =2l+1,alors n — z est impair, donc I(2p,2! + 1) = 0.
(b) Demémesin=2p+letx=2[,1(2p+1,2]) =0.
(c) Sin=2petx=2[,0ona:

1 » 2 2p—kk 2ﬂ‘2k2 20)t
I(2p,21) = (Qz) > (=17 E2p/0 el (Zh=2p 42Dt gy

k=0

i. Sil > p,alorsp —1 < 0etdoncp—1 # k pour tout k € [0, 2p]. Ainsi I(2p,2]) = 0.
ii. Sil <p,alors 0 <p—1<2petdonc

1\* —1)P
I(2p,21) = (21) (—1)PHCs for = (ZT)Q”E%?Z'

(d) Sin=2p+1letx=2/+1,0ona:

2p+1 2p+1
21 >

2m
Z (_1)2p+1—kC12cp+1 / ei(2k—2p+2l)tdt
0

I2p+1,20+1) = (
k=0

i. Sil>p,alorsp—1 < 0etdoncp—1# k pour tout k € [0,2p + 1]. Ainsi I(2p + 1,2 + 1) = 0.
ii. Sil < p,alors p — 1 < 2p et donc

o TR N ()
reperaen = (z) el =
4. Soit z € R fixé. Pour tout t € [0,27] et 2 € C,ona:
oo . . oo ; .
el? sin(t)4at _ oot g1z sin(t) _ elwt Z (ZZ Sln(t))n _ elxt(l S t)nzn
N N n! B n! ’
n=0 n=0
e (isint)" n

x . .
Posons uy,(t) = z".Ona [uy,(t)| < — pour tout ¢ € [0, 2. Donc la série de fonctions E uy, converge
n!

nENx*

n!

uniformément sur [0, 2], donc on peut intégrer terme a terme :

o0

27 s 27 . Ak > i s ;
)= [ =3 [ a5

n=0

Cette égalité est valable pour tout z € C, donc le rayon de convergence de la série est infini.

5. La fonction D, f, est une fonction définie par une série entiere en z de rayon de convergence infinie, donc les séries

df,  d?fs
dérivées % et d;;

existent et pour tout z € C,on a:

df O ixty, (5o no
L(Z):Ze n(isint)” 4

dz ot n!
et
d*f, =L etn(n —1)(isint)" ,
dz? () = Z n! *
n=2
D’ou
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3 : I(TL r) n—2 SN x? > ZnI(n;x) n
Dt = Sonin-nTTns Zn 1+<122)Zn!z
n=2 n=1 "0
S ZnI(n,(E) n—2 - ZnI(n,(E) n—2 = ZTLI(n,fL‘) n - 22".[(7747:1:) n—2
= Zn(n—l)TZ +ZnTz +ZTZ _Zw TZ
n=2 ne1 s —
= Y [nln - 1) 022 T n2+z’ Z 2i"I(n,7) o
n=2
3 g M0,2) o () 2P
n=2 ne0
- Mt 2a) i) [N
- ;[("”)("“) Pl m Tt e L)~ 10 i)
S T
= X[ D+ D2) = [+ D+ 1) = L0+ 2.0)]
2 2

—I—I(Lx)i 1(0, m)x —4I(1, x)m

Comme [(n+1)(n+2)I(n,z) — [(n+2)(n+ 1) — 2*] I(n + 2,z)] = 0 pour tout n € N, alors

1‘2 2 2

v2eC Daf() = T+ 1 4 (1 - ) fo(0) = 10— 10.0) % — i1

T dz

Si z est un entier, alors I(1,2) = I(0,z) = 0, donc D, f.(z) = 0.
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