DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

4.

Devoir libre n°9

Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
0000000000

Exercice I

1
Il est clair que la série g u,(0) converge et a pour somme 0. Fixons donc z # 0, on a u,(r) ~ — qui
n—oo IN
neN*

est le terme général d'une série convergente (sé€rie de Riemann : 2 > 1). Comme en outre —; est de signe
rmn

constant (celui de z), il en résulte que Z u,(z) converge également. Finalement, la série de fonctions
neN*

Z u, converge simplement sur R.

neN*

Soit n € N* fixé. Comme u,, est impaire, il suffit d’étudier ses variations sur R™, elle est de classe € sur
R et

1 — na?
Vr e RY, =— .
x u”(Z‘) n(l +77/£L'2)2
- . . 1 1 1 " L o
u,, est donc positive et atteint son maximum en — et vaut u,, | — | = —5. De I'imparité de u,,, on déduit
\/’E \/ﬁ 2nz
alors que |[uy|/co,r = PR Comme 3> 1, la série numérique Z |lunllco,r converge, autrement dit, la série
n-2
neN*

de fonctions E u, converge normalement sur R. En particulier, E u, converge uniformément sur R,

neN* neN*
comme les u,, sont continues sur R, il en résulte que la fonction somme S est continue sur R.

Montrons pour commencer que S est ¢! sur tout segment de la forme [a, M] o1 0 < a < M :
e Les fonctions u,, sont ¢ sur [a, M],
e d’'apres 1, la série Z u, converge simplement sur [a, M],

neN*

o E u,, converge uniformément sur [a, M], en effet
neN*

14+ nM?
v M ! _
T € [CL, ]’ \un(x)| — n(l +na2)2
Autrement dit
| 1+ nM?
Uu y —_—— 5
nlloo,[a,M] = n(l +na2)2
14+ nM? M?

n(1 + na?)? n—oo a?n?’
gente (par comparaison a une série de Riemann, puisque 2 > 1). Par conséquent, la série de fonctions

Or

Ainsi, ||u}, ||, [a,r) €St majoré par le terme général d’'une série numeérique conver-

Z u,, converge normalement, donc uniformément, sur [a, M]. Le théoréme de dérivation terme a terme
neN*

d'une série de fonctions s’applique : la fonction somme S est de classe €' sur [a, M], pour tout (a, M)
tel que 0 < a < M, elle est donc ¢' sur R et aussi sur R, puisqu’elle est impaire. En particulier, S est
dérivable sur R*.

(@) Pour tout réel x non nul et tout N € N*, on a, puisqu’il s’agit d'une série a termes positifs,

> 1 al 1
- > - -
; n(l 4+ na?) — nzz:l n(1 + na?)
soit
S(x) > Sn(x)
x x
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1
On pose alors a = NG et, pour z tel que 0 < |z| < a, on a pour tout n € [1,N], nz? < No? =1, donc
1 1
0<1+na*<2, dou Tona? > 5 et, par sommation on obtient, pour tout z tel que 0 < |z| < o :
nr
0,50, 1501
x 2 —n
11
(b) Soit A > 0, puisque la série harmonique diverge, il existe N dans N* tel que 2 Z — > A. On déduit,
n=1 n
S
grace a la question précédente, 'existence de a > 0 tel que 0 < |z| < « entraine % > A. Ainsi, R*
S
étant I'ensemble de définition de la fonction z — % :
S
VA >0, Ja>0, VzeR* |x\<a:>ﬂ>A.
X
Par conséquent lim @ = +00
x—0 X

(c) Comme S(0) = 0, Sl=) n'est autre que le taux de variation de la fonction S entre O et z, le résultat

X
précédent signifie donc que S n’est pas dérivable en O.
On peut préciser que le graphe de S admet une tangente en O portée par I'axe Oy.

Exercice II

Soitpe N*,ona:
p

,, 1 -~ L I 11—101 111—p11 m (21
P O 3 M N TR G

n=1 n=1

1 1 1 1
Comme — —In (1 + ) piwcY la série de terme général — —ln (1 + ) est convergente (par comparaison
n n n—roo n n

1
a une série de Riemann : 2 > 1). De plus, In (er) — 0, or, d’apres le calcul précédent,
p

p—r00
p p
1 1 1 1
o mp=Y [—ln(l-i- )] +ln<p+ )
n=1 n n=1 n n p
On en déduit I'existence de la limite demandée et, par passage a la limite :
p 00
1 1 1
’ pLﬂgo@n np) Shom(e)

Soient p € N* et t € [0, 2], puisque ¢ est positif, —t # 1 et on peux appliquer la formule donnant la somme
des premiers termes d'une suite géométrique de raison —t :

Zp:(—t)k 1 (—t)pt! 1 B (—1)ptigptl
—~ 1= (=t) 14t 1+t

autrement dit : ,
1 —1)ptlgptl
1+t kZ:O 1+t

Vp € N*, Vt € [0,x],

On en déduit, pour p € N*, en intégrant de 0 a = et en réindexant la somme :

p—1 k T 4p+1
tp
(1) = S0 et [
k=1 0

Classe: MP1 2/4 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

4.

or, z étant dans [0, 1],

T yp+1 pt2 1
og/ dtg/ A= < —
o 14+t 0 p+2 " p+2

Le «reste » intégral a donc pour limite O lorsque p tend vers l'infini, il en résulte que la série de terme

général (—1)F~ 1? converge et a pour somme In(1 + ) :

= k 133
n(l+z) Z

k=1
1
Pour tout n dans N*, le résultat précédent s’applique avec = = —, d’ou
n
1 1 e )k 1 1 1 e )k—l e (_1>k
—_—— 1 _— = — —_— =
n n( > n Z “knF n n 2 knk ank’

k=1 k=2

ce qui donne, reporté dans I'expression du 1) :

oo
=2
n=1

(@) Les résultats sur la convergence des séries de Riemann montrent que ¢ est définie sur |1, +oo|, de plus,

, , 1 1.
sil<a<d,onaVvnéeN" n*>n*, donc — > —, dou
ne ne

(=D*

knk ~

NE

~
[

2

21 &1
werw, Yo Loy L
En passant a la limite lorsque p tend vers l'infini on obtient :

¢(a) = ().

En conclusion (sans dérivation terme a terme. . . ) : ¢ est définie et décroissante sur |1, +oco
Soient z € [1,+oo] fixé et k € N, k > 2, d’aprés la minoration ci-dessus (avec o« = k, o' = k+ 1 et
1

L. 1
p = E(z)), on a Zﬁ > Zw,dou, commeE > TEeR Ix

n=1 n=1

()| > |fr+1(2)|. De plus, puisque ¢ est

décroissante,

1 ¢(2)
|fu()] < EC(k) <=

Il en découle que |f,(x)| tend vers O lorsque & tend vers I'infini, donc finalement la suite (|f;(z)|)x>2
converge vers O en décroissant.

(b) Le résultat précédent montre que, pour tout z € [1, +o0o[, la série alternée Z fx(x) vérifie les hypothéses

k>2
du théoréme spécial, donc converge, avec en outre la majoration du reste R, = E I :
k=p+1
(2)
Vp>2, V€[l +oof, [Rp(x)] < |[fpsr(x)| < ;
p+1
d’ou ‘@)
< =,
HRP||OO,[1,+OO[ = pt1

Par conséquent la suite (R,),>2 converge uniformément vers O sur [1, +co[, c’est-a-dire que la série de

fonctions Z fr est uniformément convergente sur [1, +oo].
E>2
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5. Dapres le 3),

E(z) oo _
y=Jim S-S
n=1 k=2

Soit x > 1 fixé. Par linéarité de la somme dans 'espace des séries numériques convergentes, on a :

=yt &Ry &
D T = 2 k@)
n=1 k=2 k=2 n=1 k=2
donc
V=l 3 ) e = i Z il
n=1 k=2

Enfin, la série de fonctions Z fx convergeant uniformément sur [1, +oo|, +oo étant adhérent a cet intervalle

k>2
k
et chaque fonction f; admettant une limite finie en 4o (a savoir ( ]i ) ¢(k)), on peut appliquer le théoréme
de la double limite :
) o0 B o0 B oo (
i 30 =3 i) =3 5

D’ou, en comparant les deux derniers résultats :

7=Z(_

k=2
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