DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°11
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

1. (a) Si X est une variable aléatoire réelle, on note fx la fonction densité de X. On a, pour tout n € N* et

1 -
toutt e R, fx, (t) = EeTt X]0,4+0[(t)- La densité de S est donnée par le produit de convolution :

“+o00

+oo
foal®) = Frxirxa(®) = | Fxa(u) ot~ u)du = /0 Py (1) (8 — ) du

qui est nulle si ¢ < 0.
Sit > 0, on obtient :

+00 t t v —(t—u =t
Foalt) = P = [ Pl ft—wdu= [ f-ude= [ geFe ™ au= I

051?2

La densité de S, est donc définie sur R par :

1 _

F2(t) = —5te ™ Xjo oo (1)

Supposons maintenant que
0 sit <0

sit>0

Alors, pour ¢t > 0

“+oo

t
fs,(t) = fs, 14+x,(t) = Ix_y (W) fx, (t —u)du = /0 Ix_y (u) fx, (t —u)du =

leT
x™(n —1)!
D’ou,
n—les
VteR, fs,(t) = mX]o,Jroo[(t)-

S,
(b) Notons F,, la fonction de répartition de la variable aléatoire — et F, celle de S,,. On a donc
n

Vu € R, Fy(u)=p <57;n < u) = p(Sn < nu) = Fg, (nu),

d’ott: @n(t) = Fy(t) =nFg (nt) =0sit < 0.Sit > 0, alors

n

nntn—le%"t (%)”tn—le—(%)t

enlt) = nmeant) = e O = T )

. . .S . .
ot I est la fonction Gamma d’Euler. Donc la variable aléatoire — suit la loi Gamma (n, 2).
n X

2. (a) On remarque que £ <Sn> = 1z, donc, d’apres la loi fiable des grands nombres appliquée a la suite
n

>a>:0.
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(b) f étant continue en z, donc Ve > 0, il existe a > 0 tel que Vy € [0,4+o0[, [z — y| < a implique
|f(z) — f(y)| < e. En particulier, Vw € €2, Vn € N¥,

<a= ‘f (5%50)) —f(:c)‘ <e.

La contraposition de cette implication s’écrit :

f(&f”)—f@ﬂ>sé

(c) L'inégalité de la question précédente, s’écrit aussi en termes d’ensembles :

(f(fj)—f(x >€>C<i—x >a).
p(f(fj)—f(a: >a>gp<‘i"—x >a).

Comme a > 0, il résulte du (a) que le membre droite tend vers 0 quand n tend vers +ooc. Donc

nli_)n()l()p(’f (i“) ~ () >5> ~o.
() - s

’f (S”:”)> - f(m)‘ < 2M.

Donc l'inégalité demandée est bien vérifiée.

Sp(w)

n

— X

Yw € Q, Vn € N¥, —z| > a.

Sp(w)

n

~—

D’ou

~—

3. (a) Soitw € Q.Siw € A,, alors x4, (w) =1 etdonc <eSiw¢ A,, alors

S.
(b) 1l faut d’abord démontrer que, pour tout n > 1, la variable aléatoire f <"> posseéde une espérance
n
S
mathématique. En effet, f étant bornée, il en est de méme de la variable aléatoire f <n> . La densité
n

Sn : . :
¢, de — est nulle sur | — oo, 0[. L'inégalité, Vo > 0, |f(z)pn(z)| < M|, (z)|, montre que la variable

. S . ) X s 1n 4
aléatoire f (") posseéde une espérance, la variable constamment égale a f(z) possede également
n

. . . . S . .
une espérance. Par linéarité la variable aléatoire f <n — f(x) admet aussi une espérance et bien
n

Sh Sn
Elf(22)- =E(f(22)) - fa).
(7(2) - @) =£(s(2)) - 1@
On rappelle alors que, lorsqu’une variable aléatoire X possede une espérance, la valeur absolue en

posséde une aussi et I'on a I'inégalité : |[E(X)| < E(|X]). D'ou
Sn
<o (|r(%)-rw)).
n

() -sel=le((5)) o
) < E(exa, +2M(1—xa,)) <ep(A,) +2M(1 —p(A,) < e+ 2Mp(A,).

entendu :

L’inégalité de la question 3.(a) permet alors d’écrire :

£ (3) 5o
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D’apres 2.(c), hm p( hm p <‘ < ) (x)

o1 (5) -
i 2 (1 (i")) - sl

4. (a) Onsait, d’apres le théoreme de transfert, que

(r(2)) = [T rmamas [0t

ce qui s’écrit également :
S. n" oo —nt
E J _ n—1 x
UE) —mm e

n

> 5) = 0. Donc il existe ng € N tel que Vn > ny,

2Mp(A,) < e. Dot Vn > ny, < eetdonc

Ainsi, d’apres 3.(b),
n

f(z) = lim I /0+<>O t"_lf(t)e_det

n—oo z"(n — 1

Comme f est un élément de E, alors la fonction L(f) est indéfiniment dérivable sur |0, +o0[ et que
+o0
Ve > 0,Vk e N, L(f)®)(z) = (—1)* f(t)tPe "t dt. D'ou :
0

o) =t DDy (1)),

n—oo x"(n — 1)! x

(b) Soit f une fonction continue et bornée sur [0, 4o, telle que L(f) = 0, donc Vk € N, Vz > 0,
L(f)®) () = 0, donc la formule d’inversion montre que f(z) = 0 pour tout z > 0. De plus, comme f
est continue a droite en 0, alors f(0) = lir(r)lJr f(z) = 0. Donc f est nulle sur [0, +o0|.

T—

(c) Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +o00], telle que L(f)(x) = 0 pour tout z €a, +oo[ (a > 0
). Considérons l'application définie sur [0, +oo[ par &, : t + e . On peut vérifier facilement que la
fonction ¢, f € E puisque |e,f| < |f| et que Vz > 0,

+oo +oo
Leaf)(x) = /0 ele (1) dt = /0 @ f (1)t = L(f)(x + a).

Mais pour z > 0, x 4+ a €|a, +oo| et donc L(f)(z +a) = 0, donc L(e, f)(z) = 0 pour tout z > 0. Comme
eqf estbornée, alors ¢, f = 0 sur [0, +o00[. La fonction ¢, ne s’annule jamais, il en résulte que f est nulle
sur [0, +oo].

0000000000
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