DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°01
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

090000000 OO
Exercice 1

1. Soit a + ba + ca® une combinaison linéaire de 1, a et o avec a, b, ¢ des nombres rationnels. Puisque ad=2
on en déduit aa + ba? + 2¢. Ces deux relations linéaires permettent de calculer « :

e Sib? = acalors a® = 2bc et donc b® = 2¢? ce qui est impossible.
2¢? — ab
b2 — ac
Les trois nombres 1, a, o engendrent donc un sous-espace L de dimension 3.

2. L'addition dans L a les propriétés de groupe. Vérifions qu’il y a stabilité dans R pour la multiplication, en
effet, si

e Donc b? # ac et par suite a = € Q ce qui est aussi absurde.

2 /2

r=a+ba+co”, y=d +ba+da’,

alors
(1) zy = (aa’ + 2bc + 2b'c) + (ab + a'b + 2¢c)a + (ac’ + d'c + bV )a?.

Donc zy est bien un élément de L.
Le produit étant une fonction bilinéaire de z et y, il y a distributivité, L est donc un anneau.
Comme R est integre et L un sous-anneau de R, alors L est un anneau integre.
3. L'application y — xy ( x fixé ) est un endomorphisme de L considéré comme espace vectoriel. Elle est de
plus injective :
zy=0=y =0,

car L est integre.
En dimension finie tout endomorphisme injectif est aussi bijectif. Il en résulte que xy = 1 admet une
solution unique, d’ot1 L est un corps.
On peut calculer I'inverse y de = en utilisant la relation (1). On est conduit a résoudre le systeme linéaire
enda, b, c:

aa’ + 2bc’ + 2¢cb’' =1

ab' + ba' +2cd =0

ac + bV + cd =0

On obtient les valeurs :

i b —
¢ d a d
oitd = a* + 20% + 4¢* — 6abe.
Exercice 2
1. C’est clair. )
2. Ona:Ag=1.Soitn € N,comme A, 1 = "i: %X”H*k onaA;,_ ; = A,.
— (n+1—k)!
n—1
Pour toutn > 2, ona A,(0) = a,, et comme Z % =0, alors A4, (1) = ap, d’ott A,(0) = A,(1).
n — .
k=1

Soit (By,)nen une suite de polyndomes de R[X ] vérifiant (), (i¢) et (¢3i). Par (i) ona: By =1 = Ay
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3.

Soit n € N, supposons A, = B, par (ii)ona: A, ,, = A, et B, = B, dou 4;,_ | = B, ;, donc il existe
ceRtelque A1 = By + cetcomme B}, 5 = By et A 5 = Ay, alors:
a2 = By + ¢, doncil existe d € R tel que :

An+2 = Bn+1 +cX +d.

Or Ap42(0) = Apya(l) et Bn+2( ) = Bp12(1), on en déduit que ¢ = 0 donc A, 41 = Bp41.
(@) Posons B, (X) = (-1)"A,(1 — X).
La suite de polyndmes (B,,),en Vérifie les propriétés (i), (i4) et (iii), par 1) on en déduit que :

VneN A, (X)=(-1)"A4,(1 — X).
(b) Montrons, par récurrence sur n € N*, la propriété :

Xn—l

p(n): Ap(X +1) - A, (X) = Nk

Ona 4;(X) = X — % donc A1 (X +1) — A1(X) = 1 et p(1) est vraie.

Soit n € N*. Supposons que p(n) est vraie. On a

Xn—l
(n—1)V

Ap(X +1) - A, (X) =

np (X +1) = A (X) = <);"n> )

n

Soitc e Rtel que A, 11(X +1) — A, 11(X) = T +c,etonal=A,41(1) — A,41(0) =c.

D’ot le résultat.
(c) Soitn > 3 et impair, par 2) a)

D’ou A, (1) = A,(0) =0,etona:

n)-cra ()~ )

1
On en déduit que 0, 1, 3 sont des racines de A,,, donc X (X — 1)(2X — 1) divise A,,, et comme

a, = A,(0) alors a, = 0.
(d) Soientn € N*etm € N,ona:

Sp(m) = Zk"
k=0

= > nl(Apir(k+1) = Apya (k)

=l (Ant1(m) = An41(0))
= nl(Ans1(m) — ans1).
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(e)

Sg(m) = 2(./43(777, + 1) — a3)

B (m+1)3 (m+12 m+1
B 2( 6 6 12)

= ém(m +1)(2m +1).

4. On montre que pour tout n € N, deg A,, = n, donc (Aj)o<k<n est suite de polynomes de degrés échelonnés
donc est une base de R,,[X].
5. (a) Onapourtoutk € {0,1,...,n}, D""(X*) = 0 et D"(X™) # 0, donc D"*! = 0 et D" # 0.

PR
D’autre part A(Ax(X)) =

(k—1)!
les éléments diagonaux sont nuls, donc A™™! = 0.
La formule de Taylor pour les polyndmes s’écrit :

donc la matrice de A dans la base (Ay)o<i<n est triangulaire dont

n
’ D
P(X+1 ) + pour tout P € R,[X].
k=1

c’est-a-dire

< DA(P)

A(P) = X

k=1
(b) Soit P € ker(A), alors P(X +1) = P(X) donc P est un polyndme constant. D’ot1 ker(A) = Ro[X], ceci
entraine que rg(A) = n — 1 et on a aussi si deg P = n, alors deg A(P) =n — 1, donc Im(A) C R,,—1[X]
et par conséquant Im(A) = R, [X].
(c) Soit P € R,[X].On pose F = {Q € R,[X].: Q(0) = P(0)} et:

A F— Im(A).

Cette application est linéaire bijective, d’ou le résultat. D’aprés ce qui précéde u est bien définie et sa
linéairité résulte de celle de D.
Montrons que u est inversible.

u(P)=0<= D(P)=0«<= P=cte=0

On pose Qu(X) = A(X) + Y ax[A” (X) — AP (0)).

k=1

QUX +1) = Q(X) = A(X+1) +Zak (X +1) - AP (0]

_ i axf AP (X + 1) — AP (X))
k=0

= Alfl
- A;

donc pour tout ! € {0,1,..n}, A(Q;) = D(A;), c'est-é-dire Q; = u(A;), et par linéarité ona : VP € E,
X)+ Y a PP (X) - P(0)].
k=1
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