
DEVOIR LIBRE DE MATHÉMATIQUES

Devoir libre n◦02
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

E =

A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(R)

∣∣∣∣∣∣
n∑

q=1

aiq =
n∑

p=1

apj , ∀i, j ∈ [[1, n]]


Les matrices de E sont dites semi-magiques.

1 � E est non vide puisque la matrice nulle est un élément de E .
� Soit A = (aij)1≤i,j≤n et B = (bij)1≤i,j≤n deux éléments de E et α un nombre réel. On a :

∀i, j ∈ [[1, n]],
n∑

q=1

(aiq + αbiq) =
n∑

q=1

aiq + α
n∑

q=1

biq =
n∑

p=1

apj + α
n∑

p=1

bpj =
n∑

p=1

(apj + αbpj) .

Donc A+ αB ∈ E . Ainsi E est un sous-espace vectoriel de Mn(R).
� La dernière égalité montre aussi que d(A+αB) = d(A)+αd(B), donc d est une bien une forme linéaire
sur E .

2 L’égalité matricielle AJ = JA = λJ est équivalente à
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann



1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1

 =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 = λ


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1


ou encore à

n∑
q=1

aiq =
n∑

p=1

apj pour tout couple (i, j) ∈ [[1, n]]2. AinsiA ∈ E si et seulement si il existe λ ∈ R

tel que AJ = JA = λJ .

3 (a) Il suffit de vérifier que E contient la matrice unité In, ce qui est évident, et qu’il est stable par
multiplication. En effet, si A = (aij)1≤i,j≤n et B = (bij)1≤i,j≤n sont dans E , on pose C = AB =

(cij)1≤i,j≤n avec cij =
n∑

k=1

aikbkj . On a, pour (i, j) ∈ [[1, n]]2 :

n∑
q=1

ciq =
n∑

q=1

n∑
k=1

aikbkq

=

n∑
k=1

aik

n∑
q=1

bkq

=

n∑
k=1

aikd(B) = d(B)d(A)

De même, on trouve
n∑

p=1

cpj = d(A)d(B). Donc
n∑

q=1

ciq =
n∑

p=1

cpj , ainsi AB ∈ E . De même on peut

conclure que d(AB) = d(A)d(B), de plus d(In) = 1 et d(A + αB) = d(A) + αd(B) ( la première
question ), ce qui montre que d est un morphisme d’anneaux.
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(b) � Si A ∈ GLn(R) ∩ E , alors AJ = JA = d(A)J . Si d(A) = 0, alors AJ = 0 et comme A est inversible
on obtient A−1AJ = J = 0 ce qui est absurde, donc nécessairement d(A) 6= 0.
� L’égalité AJ = JA = d(A)J s’écrit, en multipliant à gauche et à droite par A−1, A−1J = JA−1 =
1

d(A)
J ce qui montre que A−1 ∈ E et que d(A−1) =

1

d(A)
.

� On a d(J) = n 6= 0, cependant J n’est pas inversible. ( rg(J) = 1 < n )

4 On vérifie facilement que BC = CB = 0. Puisque BC = CB, on peut appliquer la formule de binôme :

Ap = (B + C)p = Ap +

p−1∑
k=1

{kpB
kCp−k +Bp = Ap +Bp.

5 F est le noyau d’un forme linéaire non nulle sur E ( d(J) 6= 0 ), donc F est un hyperplan de E . S =
Vect(J) est une droite vectorielle. Comme J /∈ F , alors F et S sont deux espaces supplémentaires :

E = F ⊕S .

( voir cours sur les formes linéaires et les hyperplans )

6 (a) � On a d(Tr,s) = 0 pour tout (r, s) ∈ [[2, n]]2, donc Tr,s ∈ F .

� Soit
∑

2≤r,s≤n

αrsTr,s = 0 une combinaison linéaire nulle des éléments Tr,s, donc matriciellement


∑

2≤r,s≤2

αrs −α12 . . . −α1n

−α21 α22 . . . α2n
...

...
. . .

...
−αn1 αn2 . . . αnn

 = 0.

Donc αrs = 0 pour tout (r, s) ∈ [[2, n]]2. Donc la famille (Tr,s)2≤r,s≤n est libre. Pour montrer que cette
famille est une base de F , il suffit donc de montrer qu’elle est génératrice. En effet, siA = (aij)1≤i,j≤n

est un élément de F , alors
n∑

q=1

aiq =

n∑
p=1

apj = 0,

alors ∀r ∈ [[2, n]], ar1 = −
n∑

s=2

ars et ∀s ∈ [[2, n]], a1s = −
n∑

r=2

ars, donc A s’écrit sous la forme :

A =



n∑
r=2

n∑
s=2

ars −
n∑

s=2

ar2 . . . −
n∑

s=2

arn

−
n∑

s=2

a2s a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

−
n∑

s=2

ans an2 . . . ann


=

n∑
r=2

n∑
s=2

ars(E11 − E1s − Er1 + Ers) =
∑

2≤r,s≤s

arsTr,s

où (Ers)1≤r,s≤n désigne la base canonique de Mn(R).
(b) La question précédente montre que dimF = (n− 1)2. De plus E = F ⊕S , donc dimE = dimF +

dimS = (n− 1)2 + 1 = n2 − 2n+ 2.

• • • • • • • • ••
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