DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°06
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

—I-
1. Ona:
(f —aidg) o (f —bidg) = f2—(a+Db)f + abidg

a’p + b%q — (a + b)(ap + bq) + abidg
a’p +b%q — a®p — b2q — ab(p + q) + abidp

= 0.
(X —a)(X — b) est un polynome annulateur de f, scindé a racines simples, donc I’endomorphisme f est
diagonalisable.
1
2. (a) Ona f—aidg = ap+bg—ap—aq = (b—a)q,donc q = P (f — aidg). De méme, p = P> (f — bidg).
Ainsipoq = _(b —1a)2 (f —bidg) o (f — aidg) = _(b — 2 (f —aidg) o (f — bidg) = 0 et également
gop=0.
D’autre part, on a:
P o= pop=—— (f—bidp)
(b—a)?
1 .
= Gap (f* = 2bf +b%idp)
1
= G ap ((a+b)f — abidp — 2bf + b*idE)
1 .
= b a)? ((a—0b)f —bla—b)idg)

De méme, ¢ = q.

(b) Onsait que (X —a)(X —b) est un polyndme annulateur de f, donc le polynéme minimal 7 de f divise
(X —a)(X —b).Donc7y € {X —a,X —b,(X —a)(X —0b)}
Simy = X —a,alors f = aidg = ap + ag et donc bg = aq car f = ap + bg, donc (b — a)q = 0, ceci est
impossible puisque a # bet ¢ # 0. De méme, 7y # X —b. Ainsi, 7y = (X —a)(X — b) et par conséquent
Sp(f) ={a,b}.

(c) Soit m € N, Puisque ap et bg commutent, alors on peut utiliser la formule de Binome :

m

m—1
f™ = (ap+bg)™ = CF,(ap)*(bg)" " = (bg)™ + Y Cra"b" *p"q"* + (ap)™ = b g + a™p.
k=0 k=1

Supposons ab # 0. Alorsa # 0O etb # 0. On a

11 11 a b ,
fol=p++a)=(ap+bg)o(-p++q)=p"+-pog+—qop+q¢®=p+q=idp.
a b a b b a

1 1
Par conséquent f est bijective et ft="p+ Eq =ata+b g
a
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Soitm e N,ona:
fe(@™p+b"q) = (@"p+b"g)o(a"p+b""q)
= pP+a"b "pog+b"aTgop+q?
= ptgq
= idg.
DoncVm e N, f" =a"p+0"qget f7™ =a "p+ b "q. Par conséquent : Vm € Z, ™ = a"'p+ b"q.
3. Onsait que p € Z(E) et p* = p, donc p est un projecteur. De méme g est un projecteur.

1
D’apres ce qui précede, p est le projecteur sur Im(p) = Im P (f —bidg) | = Im(f —bidg) parallelement

ker(f — aidp).
Notons que

1
a ker (b( f— bidE)> = ker(f — bidg). De méme, q est le projecteur sur Im(f — aidg) parallelement a

Im(p) = ker(p — idp) = ker <alb (f — bidg — aidg + bidE)> — ker (alb( f aidE)> — ker(f — aidp).

De méme ker(q — e) = ker(f — bidg).
Finalement, p (resp. ¢ )est la projection sur ker(f — aidg) (resp. ker(f — bidg)) parallelement a ker(f — bidg)
(resp. ker(f — aidg) )
4. (a) F = Vect(p,q), donc F est un sous-espace vectoriel de .Z(E). Soit (o, 3) € C? tel que ap + B¢ = 0,
donc ap? + gop = o®p = 0, donc @ = 0, car p n’est pas nul. On a alors S¢ = 0 donc 5 = 0 car ¢ nest
pas nul. La famille (p, g) est libre, c’est une base de F'. Ainsi dim(F") = 2.
Soient g = xp + yq et ¢’ = 2'p + y'q deux éléments de F. Alors

gogd = (zp+yq)o (@ +y'q) =xxp® + 2y'poq+a'ygop+yy'e® = za'p+ yy'q.

Donc ¥(g,g') € F?,go g’ € F,donc F est stable par la composition.
(b) Soit g = xp+yq € F. g est un endomorphisme de E. Par conséquent g est un projecteur si et seulement
si g2 = g ou encore z%p + y2q = xp + yq ce qui est équivalent a > =zety? =y 1l y a donc dans F'

exactement quatre projecteur : p, g, p + ¢ et 'endomorphisme nul.
2

. X =a
(c) Soitg=ap+yge F.gc Z(f) & ¢ =fea’p+y’qg=ap+bg &<,
y

=b
Soit d, ( resp.dp ) une racine carrée de a (resp.b ). g € Z(f) < x € {da, —da} ety € {0p, —0p}.
Trois cas sont possibles :
ea#0etb+#0:Z(f)NF contient alors quatre éléments : —d,p — 0pq, —dap + 6bq, 0ap — Ipq €t 6P + 0pgq.
ea=0etb#0:Z(f)NF contient alors deux éléments : —dq et Jpq.
ea#0ethb=0:2Z(f)NF contient alors deux éléments : —J,pet I, p.

5. (a) OnaJ? = 3J et une récurrence immédiate donne Vm € N*, J™ = 3™~! J. On remaqrue que A = I3 +.J
et I3 et J commutent, donc Vm € N¥,

m o__ k ym—k 7k __ k ok—1 71 _ k ok _ m
A _kz_ocmfg J _13+;Em3 J_13+3<kz_lﬁm3>J_13+3(4 -1)J

1
égalité valable également pour m = 0. Ainsi Vm € N, A™ = I3 + §(4m —1)J.

2 -1 -1
1 1 1
(b) OnaVm e N, A" = (Is—=J | +4™J. Posonsalorsa=1,b=4,B=I3—-J=-|-1 2 -1
3 3 3
-1 -1 2
1 1 1 11
etC:§J:§ 1 1 1].0Onaalorsa € C,beC,B e #(C),C € #3(C)etVm € N, A™ =
1 11
a™B+b"C.
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(c) Notons f,p, ¢ les endomorphismes de C? de matrices A, B et C dans la base canonique de C3.p#£0,
q#0etidyg =p+q, f =ap+ bq, f> = a’p + b%q. Les racines carrées de 1 sont —1 et 1, celles de 4 sont
—2 et 2. Par conséquent Z(f) N F = {—p —2q,—p+2q,p —2¢,p +2q}. —B —2C, —B+2C, B — 2C et
B + 2C sont quatre matrices de .#3(C) ayant pour carré A.

-
d d d n n d
1. Soit P = Z amX™ un élément de C[X]. P(f) = Z am [ = Z A, szlpk = (Z amxzn> P =
m=0 m=0 m=0 k=1 k=1 \m=0

> P(ax)p. Ainsi P(f) = > P(a)ps-
k=1 k=1
2. (a) D’apres ce qui précede, II(f) = Z (zk)pr = Z Opr, = 0. II est donc un polynéme annulateur de f.
k=1 k=1
En particulier Sp(f) C {x1, 22, ...,z }.

0 sik#l

.Donc L = L = our tout k € N,,.
1 sikei #(f) = Li(z)p = pr p

(b) On remarque d’abord que L;(z) = {
1=1

Soit (k,1) € N2, Prop; = Li(f) o Li(f) = Li.Li(f) = Z Ly (x;)Li(z;)p;. Supposons k # [, alors Vi € N,,,
i=1
i # koui# [, donc Li(z;)L;(z;) = 0 et par conséquent py, o p; = 0.

Supposons k = [, alors py o p; = pi = Z (Li(2:))* pi = pg. Par conséquent, V(k,1) € N2, ppopy =

=1
{0 si k#1

pe si k=1
(c) Soitk € N,

. 1 1
(F = aridg) o = (X = 0)(1) o L) = (X = 002 (1) = (50 ) () = g UL =0

Ainsi Yk € N, (f — zxidg) o pr = 0 et par suite Vo € E, (f — zxidg)(pe(z)) = 0, donc Vy €
Im(pg), (f — xxidg)(y) = 0, ainsi Im(pg) C ker(f — zxidg). pr n'est pas I'endomorphisme nul, donc
Im(pr) # {0}, par conséquent ker(f — xxidg) # {0}. Ceci montre que zj, est une valeur propre
de f. Donc {z1,z2,...,2,} C Sp(f). Or nous avions vue que Sp(f) C {z1,x2,...,2,}. Finalement
Sp(f) = A{x1,z2,...,xn}.

3. On sait que py est un projecteur de E. Pour conclure, il suffit de montrer que Im(py) = ker(f — x;idg) et

ker(pg) = Vi. On a déja Im(py,) C ker(f — xidg). D’apres le lemme des noyaux, on a :

E = Ganer(f — xidg)

=1

n n

Pour tout x € E, z = Zpl(:v), donc £ = Zlm(pl). On a Im(p;) C ker(f — z;idg) pour tout ! € N,
=1 =1

comme ker(f — x1idg), ker(f — z2idg), ..., ker(f — x,idg) sont en somme directe il en est de méme pour

Im(p1),Im(p2), ..., Im(py,). Supposons qu’il existe i € N,, tel que Im(p;) C ker(f — x;idg), alors dimIm(p;) <
dimker(f — z;idg) et donc

dimE =Y dimIm(p) < Y _ dimker(f — zidg) = dim E
=1 =1

ce qui est absurde. Donc Vk € N,,, Im(py,) = ker(f — xidg).
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Ne reste plus qu’a montrer que ker p;, = V. Soit I € N, \ {k}, Vz € ker(f — x;idg), pi(x) = z car p; est la
projection sur ker(f — x;idg). Ainsi, pr(z) = pr(pi(z)) = pi o pi(z) = 0 et donc ker(f — zjidg) C kerpy, et
donc V. C ker py.

Réciproquement, soit = € ker py,

z=p1(@) + ... + pr-1(@) + 0+ prt1(0) + ... + pn ().

Donc z € Z Im(p;) = Z ker(f — z;idg) = Vi. Finalement : Vk € N,,, ker p;, = V.

4, (a)
(b)
(c)
5. (a)

1=1,#k =1,k

n n
Soit (a1, ag, ..., o) € C" tel que Zakpk =0,donc VI € N,,, Zakpk op; =0o0p; =0,donc oqpl2 =
k=1 k=1
aip; = 0 puis a; = 0. Donc la famille (p1,p2, ..., pn) est libre. Par conséquent (p1, p2, ..., pn) est une
famille libre et génératrice de F, donc c’est une base de F. D’ot1 dim F' = n.

n n 2 n n n n
Soitg = Z aipr un élément de F, alors g% = (Z ozkpk> = Z Z QROPLOP; = Z aipi = Z a%pk.
k=1 k=1 k=1

k=1 k=11=1
n

Ainsi g € Z(f) si et seulement si Z azp = Z x3py, ou encore si et seulement si Vk € N,,, aj = zj.

k=1 k=1
Deux cas sont possibles :

o Vk € Ny, x, # 0, pour tout k£ € N,,, z;, possede deux racines carrées distinctes —d;, et d;. Ainsi

n
g € Z(f) si et seulement si il existe (e1,¢2,...,65) € {—1,1}" tel que g = Zskékpk. Il y a autant

k=1
d’éléments dans Z(f) N F que d’éléments dans {—1,1}". Donc card(Z N F) = 2".

o Il existe kg € N, z, = 0, 1, ..., Tpy—1, Thy+1, ---, T, SONt alors non nuls et possedent chacun deux
racines carrées distinctes. Notons —dj, et 5 les deux racines carrées de xj, pour k € N, \{ko}, alors
g € Z si et seulement si a% = xj, ou encore si et seulement si ag, = 0 et Vk € N,\{ko}, o, € {—0k, I}
Il'y adonc 2" ! éléments dans Z(f) N F.

n

Soit g = Z agpr un élément de F. g € Z(E), par conséquent g est un projecteur si et seulement si
k=1
g> =g.0r

n n
92:g@)Zaipk:Zakpk@VkENn,ai:ak@VkENn, ar=0oua =1.
k=1 k=1

Il'y a donc exactement 2" projecteur dans F'.

dim F = N = net f a N valeurs propres distinctes x1, =2, ..., x,, donc les sous-espaces propres associés

a ces valeurs propres sont des droites vectorielles. Pour tout k € N,,, on note e;, un vecteur propre non

nul associé a la valeur propre z;. Donc # = (e, eq,...,e,) est une base de vecteurs propres de f.

Soit maintenant g € Z(F) et go f = f o g, alors les sous-espaces propres ker(f — z;idg) = Vect(e;)

sont stables par g, ainsi pour chaque k& € N,, il existe p;, € C tel que g(ey) = pexr. Montrons que
n n

g= Z HiDk- g et Z pipr étant deux endomorphismes de E pour montrer qu’ils sont égaux montrer
k=1 k=1

qu’ils coincident dans la base #.

Soitl e N,etkeN,.Sil 75 k, alors pk(el) =0care € Vi, = ker(f — :vkidE). Sil =k, pk(el) = pk(ek) =

n
er. Donc VI € N,,, Z pipk(er) = upi(er) = e = g(er). Ceci montre que g = Z wipr etdonc g € F.
k=1

k=1
n n n n
Réciproquement, si g € F' avec g = Zﬁkpk, alorsgo f = (Z /kak> o (Z akpk> = Zakﬁkpk =
k=1 k=1

k=1 k=1
fog.

Classe: MP1 4/9 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

(b) Soit g € Z(f),donc go f = f2of = f3= fof?>= fog, ainsi g commute avec f et donc g € F. Par
conséquent Z(f) C F' etdonc Z(f) = Z(f) N F. Notons alors que Z(f) a 2" éléments si aucun des zy,
n’est pas nul et 2! éléments si 1'un des z;, est nul.

6. Pour tout k£ € N, notons E,, (h) = ker(h — z1idg) le sous-espace propre de h associé a la valeur propre

zp.Ona E = @Emk(h) = Ey(h)® @ E.,(h). Notons g la projection sur E, (h) parallelement a
k=1 k=1,

n
@ E,,(h). Montrons alors que
k=1,#1

n
VmeN, K™= agm.
k=1

Fixons m € N* et y dans E. Il existe (y1,92,...,Un) € Eqy, (h) X Eyy(h) X ... x E; (h) unique tel que y =
Y1+ Y2 + ... +yn. Soit k € N, yp, € Ey, (h) = ker(h — z;idg), h(yr) = zryk, donc A" (yi) = x}'yk. De plus

Y=Yk + Z y1, donc g (y) = y;. Ainsi
I=1,4k

W™(y) = > ") = D aiue =Y alan(y) = (Z xZ”%) (v)
k=1 k=1 k=1 k=1
ceci pour tout m € Nettouty € E. Donc Vm € N, h™ = Z x}'qr- Il ne reste plus qu’a dire que Vk € N,,, g,

est non nul. Ceci est clair car Im(gq,) = Ey, (h) = ker(h — zxidg) # {0}.
7. (a) Aestune valeur propre de A si et seulement si det(A3 — A) = 0. Cherchons alors ce déterminant.

Ao—1 1
det(Az—A)=|-1 A 1[=X4+1-1-A+A=-A=2A-1)\+1).
1 -1 X

D’ott Sp(A) = {—1,0,1}. Nous poserons x; = —1, zo = 0 et z3 = 1.
1 1 1
(b) On trouve Ly = 5 X(X — 1) = 5(X2 —X),Ly=—-X?+1letls= 5(X2 + X).

1 1
Ay = Li(A) = 5(142—,4), Ay = Ly(A) = —A%2 + I3, A3 = L3(A) = §(A2+A).Notons que A% =
2 -1 -1 1 -1 0 -1 11 10 -1
1 0 —-1].0lvientalors4; =10 0 O0},4A=|-1 1 1],A3=(1 0 -1
1 -1 0 0 -1 0 -1 11 00 0

(c) Soit h I’endomorphisme de C* dont la matrice dans la base canonique de C? est A. Sp(h) = {21, 2, x3}.
3

Posons Vi € N3, H; = ker(h — x;idg) et .FAIi = @ Hj,. Pour tout ¢ € N3, notons g¢; la projection sur H;
R k=1,#£i

parallelement a H;.

—n=N=3,

— Vi eNs,q; #0,

3
— VmeN,h" = Zx?qk,
k=1

— Vi € N3, ¢; = L;i(h), A; est la matrice de ¢; dans la base canonique,

— Z(h) = %(h) N Vect(q1,q2,q3),

—geZh)=Rh)NF < a1, a2,03),9 = a1q1 + azqa +asgz avec o = —1, 03 = Oetap = 32 = 1.
Donc Z(h) = {iq1 + ¢3,iq1 — g3, —iq1 + g3, —iq1 — g3} et par conséquent

{M € ./%3(@)“\42 = A} = {ZAl + As, 1A — Az, 1A + Az, —1A1 — Ag}
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—III-

1. (a) Puisque u"~! # 0, alors il existe + € E tel que u"~'(x) # 0. Montrons que (x,u(z), ..., nu_1()) est
libre.
Soit (v, a1, ...,an—1) € C" tel que vz + yu(z) + ... + ap—1np—1(z) = 0. Montrons par une récurrence
faible que Vk € N,,, &, = 0.On a

u" Hapx + oaqu(z) + ... + ap_1np_1(z)) = apu™ H(z) = 0.

Donc ag = 0 car ™! (z) # 0.
Supposons oy = a1 = ... = a; = 0 pour k € N,,_» et montrons que o1 = 0. Ona donc ak+1uk“(x) +
g2t () + o+ u™(z) = 0, composons par u"27*, donc ap1u" T (x) + aputT () + .+
an_1u*" 37k (2) = 0, or ui(z) = 0 pour k > n donc agy1u" L (z) = 0 et donc a1 = 0. Ceci achéve la
récurrence. Par conséquent la famille (x, u(z), ..., n,—1(x)) est libre.
Notons que nécessairement n < V.

(b) Par division euclidienne, il existe un couple unique (@, R) de polynomes de C[X ]| telque P = X"Q+R
avec R=0oudegR <n—1.
Supposons X" divise P, alors R = 0 et donc P(u) = (X"Q)(u) = u" o Q(u) =

Réciproquement, supposons que P(u) = 0. Alors 0 = u" o Q(u) + R(u) = ).-SiR = Z arX¥,

alors en particulier R(u Z apu®(x) = 0. Comme (x,u(z), ..., np_1(x)) est libre, ag = ay = ... =

ap—1 =0etdonc R = 0 et par consequent X" divise P.

(c) Supposons Z(u) # @. Il existe v € .Z(E) tel que v* = u. Donc v*" = u" = 0 et v*" 2 = 4"~ £ 0.
¢ Si 0?1 £ 0, comme v?" = 0, il vient 2n < N.
¢ Si 02" ! =0 comme v?" 2 =0, il vient 2n — 1 < N.

N-+1
Donc dans tous les cas n < + .

2. (a) D’apres le cours des séries entieres, on a :

1 1 —1)"11.35...(2n — >
Vo €] —1,1], \/1+x:1+2x—m2+~--+( ) 3.5...(2n 3)x"+...=2ak$k-
k=0

8 27(n!)

(—=1)*11.3.5...(2k — 3)
2k (K!)
(b) OnaVv1+z = P,(z)+ zpz" + 0o(z") = Py(x) + apz™ + x"<(z) avec lim e(x) = 0. Elevons au carré :

z—0

avecag = leta, = pour tout k£ € N*.

1+x=Py(2)* + a22®™ + 22" (e(x))? + 2a,2" P, (2) + 22"(2) Py () + 2an2"e(z)

x — Py(x)?
1tz—Puz)” = a2a™ + 2" (e(x))? + 20, Pp(z) + 26(x) Po(z) + 2ane(x)

xn
14z — Py(x)? Pp(z)?—1—
D’ou lim —|—x—n(x) = 2a,P,(0) = 2a,, par conséquent x — M admet une limite
z—0 " xm
finie en 0.
D’autre part, par division euclidienne, il existe des polynomes Q et R tels que P2 — X —1 = X"Q + R
Py(z)?—z—1 R R

avec R = 0 eu deg(R) < n — 1. Ainsi, Vz € R, @) —z =1 Q(z) = (x), donc x — Rlz)
n—1

admet une limite finie en 0. Supposons R = ZBka # 0. Soit i« = min{k € N,,_1|8; # 0}, alors
k=0

n—1
( ) 1 R(x) s
R(x) = Z Bea ~ ,BZ:L’ , > @-xn— ce qui donne ili% | = +00. Donc nécessairement R = 0.

k=i
Finalement X" divise P? — X — 1.
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3. (a)

(b)

4. (a)
(b)

()

5. A—

Soient ()1 et Q2 deux polyndmes tels que X" divise Q% — X —w?et Q% — X — w, donc X" divise
(Q? — X —w?) — (Q% — X —w) = Q% — Q3. En particulier (Q% — Q3)(0) = 0 ( 0 est une racine de Q7 — Q3
d’ordre au moins n ). Donc (Q1 — Q2)(0) = 0 ou (Q1 + Q2)(0) = 0. Montrons que 1’on ne peut avoir
(@1 — Q2)(0) = (@1 + Q2)(0) =0.

Supposons ait lieu, Q1 (0) = Q2(0) = 0. Or il existe un polynoéme T tel que Q? — X — w? = X"T, donc
Q3(0) — 0 — w? = 0 alors w? = 0 ce qui absurde. Donc ou [(Q; — Q2)(0) =0 et (Q1 + Q2)(0) # 0] ou
[(@1—Q2)(0) #0 et (Q1+Q2)(0) =0].

Envisageons le cas [(Q1 — Q2)(0) =0 et (Q1 + Q2)(0) # 0]. X" divise (Q1Q2)(Q1 + Q2) et 0 n’est pas
une racine de Q1 + Q2 donc X" divise Q1 — Q2. Or deg(Q1 — Q2) < n—1,donc Q1 — Q2 = 0 ou encore
Q1 = Q2.

Un raisonnement analogue preuve que si [((Q1 — Q2)(0) # 0 et (Q1 + Q2)(0) = 0], alors Q1 = —Qo.
Pour conclure, montrons que X" divise Qi’w — X —w? Ona X" divise P — X — 1, donc il existe

X X X\" X
2 2 . .
T e C[X] tel que P? — X —1 = X"T, donc P? <w2> — 7 1= <w2> T <w2>' en multipliant par

X X" X
2 p2 2 _
w* Py <w2>—X —w —wzn_2T<w2>.

X
Donc X" divise w?P? <u;2> X —w?= %’w — X —w,deplus Q. € Cp—y[X] car P, € C,,—1[X].

w?, on obtient :

Soit maintenant Q € C,,_1[X] tel que X" divise Q* — X —w, alors par unicité Q = Q. oU Q = —Qy -
Finalement ’ensemble des polyndmes Q de C,,_1[X] tels que X" divise Q? — X —w? est {Qnw, —Qnuw}-
X" divise Qi,w — X —w? donc wa(u) —u—w*dg = 0. Par conséquent (Q, ,,(1))* = u +w?idg, donc
Qnw(u) € Z(u + widg) ce qui montre que % (u + w’idg) # @. Notons également que —Qy,.,(u) €
Z(u + widg)

Sig € %(u+ w?idg) alors u = g? — w?idg est un polynéome en g, donc gou = u o g.

g(x) € E et (z,u(z),...,u” *(z)) est une base de F, donc il existe des scalaires ag, a, ..., o, _1 de C tels

n— n—1
que g(z) = Y apuF(x). Posons P = a; X*. Alors P € C[X] et g(z) = P(u) ().
k=0 k=0

(z,u(x),...,u" " (z)) étant une base de E pour montrer que les deux endomorphismes g et P(u) sont
égaux il suffit de montrer que Vk € N,,_1, g(u"(x)) = (P(u))(u"(x)).
Soit k € [0,n — 1],

Donc g = P(u).

Soit g* = u+w*dg, donc P(u)?—u—w?idg = (P*~X —w?)(u) = 0, donc X" divise P>~ X —w?. Comme
degP <n—1,donc P = Q. ou P = —Qy . Donc g = P(u) = Qpnw(u) ou g = P(u) = —Qp . Par
conséquent Z(u + indE) C {Qnw; —Qnw}. Comme dans la question 3.b de cette partie, nous avons
prouver l'inclusion contraire, nous avons donc % (u + w?id E) ={Qnw, —Qnuw}

00 00 0 0 0O 00 0O
|2 000 o o000 s o000 o
00 2 0 0 4 00 8 0 0 0

Donc A = I+ B avec B # 0 et B* = 0. Soit f I’'endomorphisme de C* de matrice A dans la base canonique
et u I'endomorphisme de C* de matrice B dans la base canonique. f = u + 1%idg, v # 0 et u* = 0.

A(f) = Z(u+1%dp) = {Qu1, —Qu1} avec Quy = 1Py <12> =Py(X) =1+ %X iy + =X

X 1,

8 16
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1 1 1 1 1 1
Par conséquent { M € .#4(C)|M> = A} = {14 +5B - —B*+ B3 I, - 3B+ -B% - 33} ={T,-T}

8 16 8 16
1 0 00
1 1 0 0
avecl = _%1 1 1 0
-1
5 3 11
6. Soit vy un élément de #Z(u), ’est-a-dire v% = u, donc v%” =u, = 0et US”_Q = u" ! % 0. Deux cas sont

possibles :

e Premier cas : v3" ! = 0.

Pour tout A € C, (vg + )\u"_l)Q = v% + 2 g o w4 NP2 = vg + 2\vg o v%"fz = v(% = u. Donc VA € C,
vo + Mt € % (u), Z#(u) contient une infinité d’éléments car u" "t # 0.

e Deuxiéme cas : v3" ! # 0.

Pour tout A € C, (vo + Avg o u™ 1) = v3 + 222 0 u™ ! + N2u?"? = v3 + 2)vg 0 v3"? = v§ = u. Donc
VYA€ C,ug+ dgou™ ! e X (u), Z(u) contient une infinité d’éléments car vg o u = vgnfl £ 0.

Dans les deux cas #Z(u) est infini.

a b c
7. (a) SoitM =|d e f
g h 1
0 0 b 0 0 I 8
AM:MA(:)abc:eOO@c:O
0 00 h 0 0 PR
a 0 0
Donc {M € .#3(C)|[AM = MA}={ |d a f]||(ad,f, g,i)cC’
g 0 1
a 0 0
(b) Soit M € .#3(R).Si M? = A alors A et M commutent, par conséquent M est de laforme (d a f
g 0 1
Donc
a? 0 0 000
M?=As (2ad+fg a® af+fi|l=[1 0 0| oa=i=0,fg=1
ga+ig 0 i2 00 0
D’ou
0 0 0
2 _ _ d 0 f X
(M e.m@)r = ap =12 | 4 @ f)ecxc
? 0 0

—IV-

1. (a) L'ensemble {P € C[X]|P(f) = 0} est unidéal de C[X]| non réduit a {0}, car il contient, par exemple, le
polynodme caractéristique de f ( théoreme de Cayley-Hamilton). Donc il existe un polynéme unitaire

unique ®; tel que {P € CLX][P(f) = 0} = {®;QIQ € C[X]}.
(b) Le polyndme caractéristique x s est un polynéme annulateur, donc ®; divise xs, donc il existe des

scalaires 31, (2, ..., B, tels que
n

(I)f = H(X — a:k)’B’“

k=1

avec Yk € N, 0 < B < a.. Montrons que k € N,,, 8, > 1. Pour cela il suffit de montrer que les racines
de xs sont des racines de ®;.

Classe: MP1 8/9 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Soit A € {z1,x2, ..., x,}, donc A est une valeur propre de f. Il existe donc un vecteur x non nul tel que

f(z) = Az
Une récurrence immédiate prouve que pour tout entier strictement positif k, on a f*(x) = Az, d’otr
on déduit que pour tout polynome P a coefficients dans C, on a

En appliquant ce résultat avec le polynéme @ ¢, on obtient

0= 05(f)(x) = (M.

Comme le vecteur x est non nul on en déduit que ®¢(\) = 0. Ainsi, Vk € N,,, 55, > 1.

2. Les Ej, sont stables par f et f o g = g o f, donc les E sont également stables par g.

3.

(a)

(b)

()
(a)

(b)

Montrons que la dimension de E; = ker f*! est égale a la multiplicité «; de z; = 0. Notons f; l'en-
domorphisme induit par f sur E;. On peut écrire xy = X“'Q ot Q) est premier avec X (ce qui est
équivalent Q(0) # 0). Vu que fi* =0,ona xp =X k ot k est la dimension de E;. Par le lemme des
noyaux, ' = E; @ ker Q(f) ott ker Q(f) est stable par f. Donc x5 = xf, x4 out g est 'endomorphisme
induit par f dans ker Q(f). Mais 0 n’est pas une valeur propre de g (tous les vecteurs propres associés
a 0 appartiennent a ), donc x4(0) # 0. Par conséquent, x, = X* etk = a;.

D’apres la définition de @y, fi" = Oet fiB =1 2£ 0, sinon on aura un polynéme annulateur de f de degré
inférieur a celui de ® ;. L'indice de nilpotence de f; est donc 3.

Ainsi, en utilisant le résultat de question 1.c de la partie II :

o1+ 1

1 =0 et B > i%(fl)zgiﬁ(f)zg.

Notons fi, 'endomorphisme induit par f sur Ej, et posons uy = fr — zxidg. On sait que uy, considérée
comme un endomorphisme de E}, est nilpotent. Notons d;, 1'une des racines ( non nulle ) de z. Alors
fx = uy, + 67idg. D’apres la partie ITI, Z(uy, + 67idg) # @. Donc Z(f) # @.

Dans cette condition f; et nilpotent avec f"' = 0eta; > 2.51 %Z(f) # & alors en particulier Z(f1) # @.
Ainsi, d’apres la question 6, Z( f1) possede une infinité d’éléments. Il est de méme de Z(f).

g€ Af) e g>=feVkecN,, gi = fr oll g est 'endomorphisme induit par g sur Ej. Ainsi,
d’apres la question 5 de la partie II, et comme 0 ¢ Sp(f), alors Vk € N,,, card {gx € L(Ey)|gs = fi} =
card Z(uy + xridg) = 2 et donc card Z(f) = 2".

Toujours d’apres le résultat de la question 5, card Z(f) = 2

"lgiz;=0etag = 1.
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