
DEVOIR LIBRE DE MATHÉMATIQUES

Devoir libre n◦06
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

–I–

1. On a :

(f − aidE) ◦ (f − bidE) = f2 − (a+ b)f + abidE

= a2p+ b2q − (a+ b)(ap+ bq) + abidE

= a2p+ b2q − a2p− b2q − ab(p+ q) + abidE

= 0.

(X − a)(X − b) est un polynôme annulateur de f , scindé à racines simples, donc l’endomorphisme f est
diagonalisable.

2. (a) On a f−aidE = ap+bq−ap−aq = (b−a)q, donc q =
1

b− a
(f − aidE). De même, p =

1

a− b
(f − bidE).

Ainsi p ◦ q = − 1

(b− a)2
(f − bidE) ◦ (f − aidE) = − 1

(b− a)2
(f − aidE) ◦ (f − bidE) = 0 et également

q ◦ p = 0.
D’autre part, on a :

p2 = p ◦ p =
1

(b− a)2
(f − bidE)2

=
1

(b− a)2
(
f2 − 2bf + b2idE

)
=

1

(b− a)2
(
(a+ b)f − abidE − 2bf + b2idE

)
=

1

(b− a)2
((a− b)f − b(a− b)idE)

= p.

De même, q2 = q.
(b) On sait que (X−a)(X−b) est un polynôme annulateur de f , donc le polynôme minimal πf de f divise

(X − a)(X − b). Donc πf ∈ {X − a,X − b, (X − a)(X − b)}.
Si πf = X − a, alors f = aidE = ap + aq et donc bq = aq car f = ap + bq, donc (b − a)q = 0, ceci est
impossible puisque a 6= b et q 6= 0. De même, πf 6= X− b. Ainsi, πf = (X−a)(X− b) et par conséquent
Sp(f) = {a, b}.

(c) Soit m ∈ N, Puisque ap et bq commutent, alors on peut utiliser la formule de Binôme :

fm = (ap+ bq)m =
m∑
k=0

{km(ap)k(bq)n−k = (bq)m +
m−1∑
k=1

{kma
kbn−kpkqn−k + (ap)m = bmq + amp.

Supposons ab 6= 0. Alors a 6= 0 et b 6= 0. On a

f ◦
(

1

a
p+

1

b
q

)
= (ap+ bq) ◦

(
1

a
p+

1

b
q

)
= p2 +

a

b
p ◦ q +

b

a
q ◦ p+ q2 = p+ q = idE .

Par conséquent f est bijective et f−1 =
1

a
p+

1

b
q = a−1a+ b−1q.
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Soit m ∈ N, on a :

fm ◦ (a−mp+ b−mq) = (amp+ bmq) ◦ (a−mp+ b−mq)

= p2 + amb−mp ◦ q + bma−mq ◦ p+ q2

= p+ q

= idE .

Donc ∀m ∈ N, fm = amp+ bmq et f−m = a−mp+ b−mq. Par conséquent : ∀m ∈ Z, fm = amp+ bmq.
3. On sait que p ∈ L (E) et p2 = p, donc p est un projecteur. De même q est un projecteur.

D’après ce qui précède, p est le projecteur sur Im(p) = Im
(

1

a− b
(f − bidE)

)
= Im(f −bidE) parallèlement

à ker

(
1

a− b
(f − bidE)

)
= ker(f − bidE). De même, q est le projecteur sur Im(f − aidE) parallèlement à

ker(f − aidE).
Notons que

Im(p) = ker(p− idE) = ker

(
1

a− b
(f − bidE − aidE + bidE)

)
= ker

(
1

a− b
(f − aidE)

)
= ker(f − aidE).

De même ker(q − e) = ker(f − bidE).
Finalement, p (resp. q )est la projection sur ker(f − aidE) (resp. ker(f − bidE)) parallèlement à ker(f − bidE)
( resp. ker(f − aidE) )

4. (a) F = Vect(p, q), donc F est un sous-espace vectoriel de L (E). Soit (α, β) ∈ C2 tel que αp + βq = 0,
donc αp2 + q ◦ p = α2p = 0, donc α = 0, car p n’est pas nul. On a alors βq = 0 donc β = 0 car q n’est
pas nul. La famille (p, q) est libre, c’est une base de F . Ainsi dim(F ) = 2.
Soient g = xp+ yq et g′ = x′p+ y′q deux éléments de F . Alors

g ◦ g′ = (xp+ yq) ◦ (x′ + y′q) = xxp2 + xy′p ◦ q + x′yq ◦ p+ yy′q2 = xx′p+ yy′q.

Donc ∀(g, g′) ∈ F 2, g ◦ g′ ∈ F , donc F est stable par la composition.
(b) Soit g = xp+yq ∈ F . g est un endomorphisme deE. Par conséquent g est un projecteur si et seulement

si g2 = g ou encore x2p + y2q = xp + yq ce qui est équivalent à x2 = x et y2 = y. Il y a donc dans F
exactement quatre projecteur : p, q, p+ q et l’endomorphisme nul.

(c) Soit g = xp+ yq ∈ F . g ∈ R(f)⇔ g2 = f ⇔ x2p+ y2q = ap+ bq ⇔

{
x2 = a

y2 = b
.

Soit δa ( resp.δb ) une racine carrée de a (resp.b ). g ∈ R(f)⇔ x ∈ {δa,−δa} et y ∈ {δb,−δb}.
Trois cas sont possibles :
• a 6= 0 et b 6= 0 : R(f)∩F contient alors quatre éléments :−δap− δbq,−δap+ δbq, δap− δbq et δap+ δbq.
• a = 0 et b 6= 0 : R(f) ∩ F contient alors deux éléments : −δbq et δbq.
• a 6= 0 et b = 0 : R(f) ∩ F contient alors deux éléments : −δapet δap.

5. (a) On a J2 = 3J et une récurrence immédiate donne ∀m ∈ N∗, Jm = 3m−1J . On remaqrue queA = I3+J
et I3 et J commutent, donc ∀m ∈ N∗,

Am =
m∑
k=0

{kmI
m−k
3 Jk = I3 +

m∑
k=1

{km3k−1J = I3 +
1

3

(
m∑
k=1

{km3k

)
J = I3 +

1

3
(4m − 1)J

égalité valable également pour m = 0. Ainsi ∀m ∈ N, Am = I3 +
1

3
(4m − 1)J .

(b) On a ∀m ∈ N, Am =

(
I3 −

1

3
J

)
+ 4mJ . Posons alors a = 1, b = 4, B = I3 −

1

3
J =

1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


et C =

1

3
J =

1

3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

. On a alors a ∈ C, b ∈ C, B ∈ M3(C), C ∈ M3(C) et ∀m ∈ N, Am =

amB + bmC.
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(c) Notons f, p, q les endomorphismes de C3 de matrices A,B et C dans la base canonique de C3. p 6= 0,
q 6= 0 et idE = p+ q, f = ap+ bq, f2 = a2p+ b2q. Les racines carrées de 1 sont −1 et 1, celles de 4 sont
−2 et 2. Par conséquent R(f) ∩ F = {−p− 2q,−p+ 2q, p− 2q, p+ 2q}. −B − 2C, −B + 2C, B − 2C et
B + 2C sont quatre matrices de M3(C) ayant pour carré A.

–II–

1. Soit P =

d∑
m=0

amX
m un élément de C[X]. P (f) =

d∑
m=0

amf
m =

d∑
m=0

am

n∑
k=1

xmk pk =

n∑
k=1

(
d∑

m=0

amx
m
k

)
pk =

n∑
k=1

P (xk)pk. Ainsi P (f) =

n∑
k=1

P (xk)pk.

2. (a) D’après ce qui précède, Π(f) =
n∑
k=1

Π(xk)pk =
n∑
k=1

0pk = 0. Π est donc un polynôme annulateur de f .

En particulier Sp(f) ⊂ {x1, x2, ..., xn}.

(b) On remarque d’abord que Ll(xk) =

{
0 si k 6= l

1 si k = l
. Donc Lk(f) =

n∑
l=1

Lk(xl)pl = pk pour tout k ∈ Nn.

Soit (k, l) ∈ N2
n, Pk ◦pl = Lk(f)◦Ll(f) = LkLl(f) =

n∑
i=1

Lk(xi)Ll(xi)pi. Supposons k 6= l, alors ∀i ∈ Nn,

i 6= k ou i 6= l, donc Lk(xi)Ll(xi) = 0 et par conséquent pk ◦ pl = 0.

Supposons k = l, alors pk ◦ pl = p2k =
n∑
i=1

(Lk(xi))
2 pi = pk. Par conséquent, ∀(k, l) ∈ N2

n, pk ◦ pl ={
0 si k 6= l

pk si k = l
.

(c) Soit k ∈ Nn,

(f − xkidE) ◦ pk = (X − xk)(f) ◦ Lk(f) = [(X − xk)Lk] (f) =

(
1

Πk(xk)
U

)
(f) =

1

Πk(xk)
U(f) = 0.

Ainsi ∀k ∈ Nn, (f − xkidE) ◦ pk = 0 et par suite ∀x ∈ E, (f − xkidE)(pk(x)) = 0, donc ∀y ∈
Im(pk), (f − xkidE)(y) = 0, ainsi Im(pk) ⊂ ker(f − xkidE). pk n’est pas l’endomorphisme nul, donc
Im(pk) 6= {0}, par conséquent ker(f − xkidE) 6= {0}. Ceci montre que xk est une valeur propre
de f . Donc {x1, x2, ..., xn} ⊂ Sp(f). Or nous avions vue que Sp(f) ⊂ {x1, x2, ..., xn}. Finalement
Sp(f) = {x1, x2, ..., xn}.

3. On sait que pk est un projecteur de E. Pour conclure, il suffit de montrer que Im(pk) = ker(f − xkidE) et
ker(pk) = Vk. On a déjà Im(pk) ⊂ ker(f − xkidE). D’après le lemme des noyaux, on a :

E =
n⊕
l=1

ker(f − xlidE)

Pour tout x ∈ E, x =
n∑
l=1

pl(x), donc E =
n∑
l=1

Im(pl). On a Im(pl) ⊂ ker(f − xlidE) pour tout l ∈ Nn,

comme ker(f − x1idE), ker(f − x2idE), ..., ker(f − xnidE) sont en somme directe il en est de même pour
Im(p1), Im(p2), ..., Im(pn). Supposons qu’il existe i ∈ Nn tel que Im(pi) ( ker(f −xiidE), alors dim Im(pi) <
dim ker(f − xiidE) et donc

dimE =
n∑
l=1

dim Im(pl) <
n∑
l=1

dim ker(f − xlidE) = dimE

ce qui est absurde. Donc ∀k ∈ Nn, Im(pk) = ker(f − xkidE).
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Ne reste plus qu’à montrer que ker pk = Vk. Soit l ∈ Nn \ {k}, ∀x ∈ ker(f − xlidE), pl(x) = x car pl est la
projection sur ker(f − xlidE). Ainsi, pk(x) = pk(pl(x)) = pl ◦ pl(x) = 0 et donc ker(f − xlidE) ⊂ ker pk et
donc Vk ⊂ ker pk.
Réciproquement, soit x ∈ ker pk,

x = p1(x) + ...+ pk−1(x) + 0 + pk+1(0) + ...+ pn(x).

Donc x ∈
n∑

l=1, 6=k
Im(pl) =

n∑
l=1, 6=k

ker(f − xlidE) = Vk. Finalement : ∀k ∈ Nn, ker pk = Vk.

4. (a) Soit (α1, α2, ..., αn) ∈ Cn tel que
n∑
k=1

αkpk = 0, donc ∀l ∈ Nn,
n∑
k=1

αkpk ◦ pl = 0 ◦ pl = 0, donc αlp2l =

αlpl = 0 puis αl = 0. Donc la famille (p1, p2, ..., pn) est libre. Par conséquent (p1, p2, ..., pn) est une
famille libre et génératrice de F , donc c’est une base de F . D’où dimF = n.

(b) Soit g =
n∑
k=1

αkpk un élément de F , alors g2 =

(
n∑
k=1

αkpk

)2

=
n∑
k=1

n∑
l=1

αkαlpk◦pl =
n∑
k=1

α2
kp

2
k =

n∑
k=1

α2
kpk.

Ainsi g ∈ R(f) si et seulement si
n∑
k=1

α2
kpl =

n∑
k=1

x2kpk ou encore si et seulement si ∀k ∈ Nn, α2
k = xk.

Deux cas sont possibles :
• ∀k ∈ Nn, xk 6= 0, pour tout k ∈ Nn, xk possède deux racines carrées distinctes −δk et δk. Ainsi

g ∈ R(f) si et seulement si il existe (ε1, ε2, ..., εn) ∈ {−1, 1}n tel que g =
n∑
k=1

εkδkpk. Il y a autant

d’éléments dans R(f) ∩ F que d’éléments dans {−1, 1}n. Donc card(R ∩ F ) = 2n.
• Il existe k0 ∈ Nn, xk0 = 0, x1, ..., xk0−1, xk0+1, ..., xn sont alors non nuls et possèdent chacun deux
racines carrées distinctes. Notons −δk et δk les deux racines carrées de xk pour k ∈ Nn\{k0}, alors
g ∈ R si et seulement si α2

k = xk ou encore si et seulement si αk0 = 0 et ∀k ∈ Nn\{k0}, αk ∈ {−δk, δk}.
Il y a donc 2n−1 éléments dans R(f) ∩ F .

(c) Soit g =

n∑
k=1

αkpk un élément de F . g ∈ L (E), par conséquent g est un projecteur si et seulement si

g2 = g. Or

g2 = g ⇔
n∑
k=1

α2
kpk =

n∑
k=1

αkpk ⇔ ∀k ∈ Nn, α2
k = αk ⇔ ∀k ∈ Nn, αk = 0 ou αk = 1.

Il y a donc exactement 2n projecteur dans F .
5. (a) dimE = N = n et f àN valeurs propres distinctes x1, x2, ..., xn, donc les sous-espaces propres associés

à ces valeurs propres sont des droites vectorielles. Pour tout k ∈ Nn, on note ek un vecteur propre non
nul associé à la valeur propre xk. Donc B = (e1, e2, ..., en) est une base de vecteurs propres de f .
Soit maintenant g ∈ L (E) et g ◦ f = f ◦ g, alors les sous-espaces propres ker(f − xiidE) = Vect(ei)
sont stables par g, ainsi pour chaque k ∈ Nn, il existe µk ∈ C tel que g(ek) = µek. Montrons que

g =
n∑
k=1

µkpk. g et
n∑
k=1

µkpk étant deux endomorphismes de E pour montrer qu’ils sont égaux montrer

qu’ils coïncident dans la base B.
Soit l ∈ Nn et k ∈ Nn. Si l 6= k, alors pk(el) = 0 car el ∈ Vk = ker(f − xkidE). Si l = k, pk(el) = pk(ek) =

ek. Donc ∀l ∈ Nn,
n∑
k=1

µkpk(el) = µlpl(el) = µlel = g(el). Ceci montre que g =
n∑
k=1

µkpk et donc g ∈ F .

Réciproquement, si g ∈ F avec g =

n∑
k=1

βkpk, alors g ◦ f =

(
n∑
k=1

βkpk

)
◦

(
n∑
k=1

αkpk

)
=

n∑
k=1

αkβkpk =

f ◦ g.
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(b) Soit g ∈ R(f), donc g ◦ f = f2 ◦ f = f3 = f ◦ f2 = f ◦ g, ainsi g commute avec f et donc g ∈ F . Par
conséquent R(f) ⊂ F et donc R(f) = R(f)∩F . Notons alors que R(f) a 2n éléments si aucun des xk
n’est pas nul et 2n−1 éléments si l’un des xk est nul.

6. Pour tout k ∈ Nn, notons Exk(h) = ker(h − xkidE) le sous-espace propre de h associé à la valeur propre

xk. On a E =

n⊕
k=1

Exk(h) = Exl(h) ⊕
n⊕

k=1,6=l
Exl(h). Notons qk la projection sur Exk(h) parallèlement à

n⊕
k=1, 6=l

Exl(h). Montrons alors que

∀m ∈ N, hm =
n∑
k=1

xmk qm.

Fixons m ∈ N∗ et y dans E. Il existe (y1, y2, ..., yn) ∈ Ex1(h) × Ex2(h) × ... × Exn(h) unique tel que y =
y1 + y2 + ... + yn. Soit k ∈ Nn, yk ∈ Exk(h) = ker(h − xiidE), h(yk) = xkyk, donc hm(yk) = xmk yk. De plus

y = yk +
n∑

l=1, 6=k
yl, donc qk(y) = yi. Ainsi

hm(y) =

n∑
k=1

hm(yk) =

n∑
k=1

xmk yk =

n∑
k=1

xmk qk(y) =

(
n∑
k=1

xmk qk

)
(y)

ceci pour tout m ∈ N et tout y ∈ E. Donc ∀m ∈ N, hm =
∑

xmk qk. Il ne reste plus qu’à dire que ∀k ∈ Nn, qk

est non nul. Ceci est clair car Im(qk) = Exk(h) = ker(h− xkidE) 6= {0}.
7. (a) λ est une valeur propre de A si et seulement si det(λI3 −A) = 0. Cherchons alors ce déterminant.

det(λI3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ −1 1
−1 λ 1
1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 + 1− 1− λ+ λ− λ = λ(λ− 1)(λ+ 1).

D’où Sp(A) = {−1, 0, 1}. Nous poserons x1 = −1, x2 = 0 et x3 = 1.

(b) On trouve L1 =
1

2
X(X − 1) =

1

2
(X2 −X), L2 = −X2 + 1 et L3 =

1

2
(X2 +X).

A1 = L1(A) =
1

2
(A2 − A), A2 = L2(A) = −A2 + I3, A3 = L3(A) =

1

2
(A2 + A). Notons que A2 =2 −1 −1

1 0 −1
1 −1 0

. Il vient alors A1 =

1 −1 0
0 0 0
0 −1 0

, A2 =

−1 1 1
−1 1 1
−1 1 1

, A3 =

1 0 −1
1 0 −1
0 0 0


(c) Soit h l’endomorphisme de C3 dont la matrice dans la base canonique de C3 estA. Sp(h) = {x1, x2, x3}.

Posons ∀i ∈ N3, Hi = ker(h− xiidE) et Ĥi =
3⊕

k=1,6=i
Hk. Pour tout i ∈ N3, notons qi la projection sur Hi

parallèlement à Ĥi.
— n = N = 3,
— ∀i ∈ N3, qi 6= 0,

— ∀m ∈ N, hm =

3∑
k=1

xmk qk,

— ∀i ∈ N3, qi = Li(h), Ai est la matrice de qi dans la base canonique,
— R(h) = R(h) ∩Vect(q1, q2, q3),
— g ∈ R(h) = R(h)∩F ⇔ ∃(α1, α2, α3), g = α1q1 +α2q2 +α3q3 avec α2

1 = −1, α2
2 = 0 et α2 = 32 = 1.

Donc R(h) = {iq1 + q3, iq1 − q3,−iq1 + q3,−iq1 − q3} et par conséquent

{M ∈M3(C)|M2 = A} = {iA1 +A3, iA1 −A3, iA1 +A3,−iA1 −A3}.
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–III–

1. (a) Puisque un−1 6= 0, alors il existe x ∈ E tel que un−1(x) 6= 0. Montrons que (x, u(x), ..., nn−1(x)) est
libre.
Soit (α0, α1, ..., αn−1) ∈ Cn tel que α0x+α1u(x) + ...+αn−1nn−1(x) = 0. Montrons par une récurrence
faible que ∀k ∈ Nn, αk = 0. On a

un−1(α0x+ α1u(x) + ...+ αn−1nn−1(x)) = α0u
n−1(x) = 0.

Donc α0 = 0 car un−1(x) 6= 0.
Supposons α0 = α1 = ... = αk = 0 pour k ∈ Nn−2 et montrons que αk+1 = 0. On a donc αk+1u

k+1(x)+
αk+2u

k+2(x) + ... + αn−1u
n−1(x) = 0, composons par un−2−k, donc αk+1u

n−1(x) + αnu
k+2(x) + ... +

αn−1u
2n−3−k(x) = 0, or ui(x) = 0 pour k ≥ n donc αk+1u

n−1(x) = 0 et donc αk+1 = 0. Ceci achève la
récurrence. Par conséquent la famille (x, u(x), ..., nn−1(x)) est libre.
Notons que nécessairement n ≤ N .

(b) Par division euclidienne, il existe un couple unique (Q,R) de polynômes de C[X] tel que P = XnQ+R
avec R = 0 ou degR ≤ n− 1.
Supposons Xn divise P , alors R = 0 et donc P (u) = (XnQ)(u) = un ◦Q(u) = 0.

Réciproquement, supposons que P (u) = 0. Alors 0 = un ◦ Q(u) + R(u) = R(u). Si R =
n−1∑
k=0

αkX
k,

alors en particulier R(u)(x) =

n−1∑
k=0

αku
k(x) = 0. Comme (x, u(x), ..., nn−1(x)) est libre, α0 = α1 = ... =

αn−1 = 0 et donc R = 0 et par conséquent Xn divise P .
(c) Supposons R(u) 6= ∅. Il existe v ∈ L (E) tel que v2 = u. Donc v2n = un = 0 et v2n−2 = un−1 6= 0.
• Si v2n−1 6= 0, comme v2n = 0, il vient 2n ≤ N .
• Si v2n−1 = 0 comme v2n−2 = 0, il vient 2n− 1 ≤ N .

Donc dans tous les cas n ≤ N + 1

2
.

2. (a) D’après le cours des séries entières, on a :

∀x ∈]− 1, 1[,
√

1 + x = 1 +
1

2
x− 1

8
x2 + · · ·+ (−1)n−11.3.5 . . . (2n− 3)

2n(n!)
xn + ... =

∞∑
k=0

akx
k.

avec a0 = 1 et ak =
(−1)k−11.3.5 . . . (2k − 3)

2k(k!)
pour tout k ∈ N∗.

(b) On a
√

1 + x = Pn(x) + xnx
n + o(xn) = Pn(x) + anx

n + xnε(x) avec lim
x→0

ε(x) = 0. Elevons au carré :

1 + x = Pn(x)2 + a2nx
2n + x2n(ε(x))2 + 2anx

nPn(x) + 2xnε(x)Pn(x) + 2anx
nε(x)

1 + x− Pn(x)2

xn
= a2nx

n + xn(ε(x))2 + 2anPn(x) + 2ε(x)Pn(x) + 2anε(x)

D’où lim
x→0

1 + x− Pn(x)2

xn
= 2anPn(0) = 2an, par conséquent x 7→ Pn(x)2 − 1− x

xn
admet une limite

finie en 0.
D’autre part, par division euclidienne, il existe des polynomes Q et R tels que P 2

n −X − 1 = XnQ+R

avec R = 0 eu deg(R) ≤ n − 1. Ainsi, ∀x ∈ R∗,
Pn(x)2 − x− 1

xn
− Q(x) =

R(x)

xn
, donc x 7→ R(x)

xn

admet une limite finie en 0. Supposons R =

n−1∑
k=0

βkX
k 6= 0. Soit i = min{k ∈ Nn−1|βk 6= 0}, alors

R(x) =

n−1∑
k=i

βkx
k ∼

0
βix

i,
R(x)

xn
∼
0
βi

1

xn−i
, ce qui donne lim

x→0

∣∣∣∣R(x)

xn

∣∣∣∣ = +∞. Donc nécessairement R = 0.

Finalement Xn divise P 2
n −X − 1.
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3. (a) Soient Q1 et Q2 deux polynômes tels que Xn divise Q2
1 − X − w2 et Q2

2 − X − w, donc Xn divise
(Q2

1−X−w2)− (Q2
2−X−w) = Q2

1−Q2
2. En particulier (Q2

1−Q2
2)(0) = 0 ( 0 est une racine de Q2

1−Q2
2

d’ordre au moins n ). Donc (Q1 − Q2)(0) = 0 ou (Q1 + Q2)(0) = 0. Montrons que l’on ne peut avoir
(Q1 −Q2)(0) = (Q1 +Q2)(0) = 0.
Supposons ait lieu, Q1(0) = Q2(0) = 0. Or il existe un polynôme T tel que Q2

1 −X − w2 = XnT , donc
Q2

1(0) − 0 − w2 = 0 alors w2 = 0 ce qui absurde. Donc ou [(Q1 −Q2)(0) = 0 et (Q1 +Q2)(0) 6= 0] ou
[(Q1 −Q2)(0) 6= 0 et (Q1 +Q2)(0) = 0].
Envisageons le cas [(Q1 −Q2)(0) = 0 et (Q1 +Q2)(0) 6= 0]. Xn divise (Q1Q2)(Q1 +Q2) et 0 n’est pas
une racine de Q1 +Q2 donc Xn divise Q1−Q2. Or deg(Q1−Q2) ≤ n− 1, donc Q1−Q2 = 0 ou encore
Q1 = Q2.
Un raisonnement analogue preuve que si [(Q1 −Q2)(0) 6= 0 et (Q1 +Q2)(0) = 0], alors Q1 = −Q2.
Pour conclure, montrons que Xn divise Q2

n,w − X − w2. On a Xn divise P 2
n − X − 1, donc il existe

T ∈ C[X] tel que P 2
n −X − 1 = XnT , donc P 2

n

(
X

w2

)
− X

w2
− 1 =

(
X

w2

)n
T

(
X

w2

)
, en multipliant par

w2, on obtient :

w2P 2
n

(
X

w2

)
−X − w2 =

Xn

w2n−2T

(
X

w2

)
.

Donc Xn divise w2P 2
n

(
X

w2

)
−X − w2 = Q2

n,w −X − w, de plus Qn,w ∈ Cn−1[X] car Pn ∈ Cn−1[X].

Soit maintenant Q ∈ Cn−1[X] tel que Xn divise Q2−X−w, alors par unicité Q = Qn,w ou Q = −Qn,w.
Finalement l’ensemble des polynômesQ de Cn−1[X] tels queXn diviseQ2−X−w2 est {Qn,w,−Qn,w}.

(b) Xn divise Q2
n,w−X −w2 donc Q2

n,w(u)−u−w2idE = 0. Par conséquent (Qn,w(u))2 = u+w2idE , donc
Qn,w(u) ∈ R(u + widE) ce qui montre que R(u + w2idE) 6= ∅. Notons également que −Qn,w(u) ∈
R(u+ widE)

4. (a) Si g ∈ R(u+ w2idE) alors u = g2 − w2idE est un polynôme en g, donc g ◦ u = u ◦ g.
(b) g(x) ∈ E et (x, u(x), ..., un−1(x)) est une base de E, donc il existe des scalaires α0, α1, ..., αn−1 de C tels

que g(x) =
n−∑
k=0

αku
k(x). Posons P =

n−1∑
k=0

αkX
k. Alors P ∈ C[X] et g(x) = P (u)(x).

(x, u(x), ..., un−1(x)) étant une base de E pour montrer que les deux endomorphismes g et P (u) sont
égaux il suffit de montrer que ∀k ∈ Nn−1, g(uk(x)) = (P (u))(uk(x)).
Soit k ∈ [[0, n− 1]],

(P (u))(uk(x)) =

(
n−1∑
i=0

αiu
i

)
(uk(x)) =

n−1∑
i=0

αku
i+k(x) = uk

((
n−1∑
i=0

αiu
i

)
(x)

)

P (u)(uk(x)) = uk(P (u)(x)) = uk(g(x)) = g(uk(x)).

Donc g = P (u).
(c) Soit g2 = u+w2idE , donc P (u)2−u−w2idE = (P 2−X−w2)(u) = 0, doncXn divise P 2−X−w2. Comme

degP ≤ n − 1, donc P = Qn,w ou P = −Qn,w. Donc g = P (u) = Qn,w(u) ou g = P (u) = −Qn,w. Par
conséquent R(u + w2idE) ⊂ {Qn,w,−Qn,w}. Comme dans la question 3.b de cette partie, nous avons
prouver l’inclusion contraire, nous avons donc R(u+ w2idE) = {Qn,w,−Qn,w}

5. A− I4 =


0 0 0 0
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0

, (A− I4)2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
4 0 0 0
0 4 0 0

, (A− I4)3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
8 0 0 0

, (A− I4)4 = 0.

DoncA = I4+B avecB3 6= 0 etB4 = 0. Soit f l’endomorphisme de C4 de matriceA dans la base canonique
et u l’endomorphisme de C4 de matrice B dans la base canonique. f = u+ 12idE , u3 6= 0 et u4 = 0.

R(f) = R(u+ 12idE) = {Q4,1,−Q4,1} avec Q4,1 = 1P4

(
X

12

)
= P4(X) = 1 +

1

2
X − 1

8
X2 +

1

16
X3.
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Par conséquent
{
M ∈M4(C)|M2 = A

}
=

{
I4 +

1

2
B − 1

8
B2 +

1

16
B3,−I4 −

1

2
B +

1

8
B2 − 1

16
B3

}
= {T,−T}

avec T =


1 0 0 0
1 1 0 0
−1

2
1 1 0

1

2

−1

2
1 1

.

6. Soit v0 un élément de R(u), c’est-à-dire v20 = u, donc v2n0 = un = 0 et v2n−20 = un−1 6= 0. Deux cas sont
possibles :
• Premier cas : v2n−10 = 0.
Pour tout λ ∈ C, (v0 + λun−1)2 = v20 + 2λv0 ◦ un−1 + λ2u2n−2 = v20 + 2λv0 ◦ v2n−20 = v20 = u. Donc ∀λ ∈ C,
v0 + λun−1 ∈ R(u), R(u) contient une infinité d’éléments car un−1 6= 0.
• Deuxième cas : v2n−10 6= 0.
Pour tout λ ∈ C, (v0 + λv0 ◦ un−1)2 = v20 + 2λv20 ◦ un−1 + λ2v20u

2n−2 = v20 + 2λv0 ◦ v2n−20 = v20 = u. Donc
∀λ ∈ C, v0 + λv0 ◦ un−1 ∈ R(u), R(u) contient une infinité d’éléments car v0 ◦ un−1 = v2n−10 6= 0.
Dans les deux cas R(u) est infini.

7. (a) Soit M =

a b c
d e f
g h i

.

AM = MA⇔

0 0 0
a b c
0 0 0

 =

b 0 0
e 0 0
h 0 0

⇔


a = e
b = 0
c = 0
h = 0

Donc {M ∈M3(C)|AM = MA} =


a 0 0
d a f
g 0 i

 |(a, d, f, g, i) ∈ C5

.

(b) Soit M ∈M3(R). Si M2 = A alors A et M commutent, par conséquent M est de la forme

a 0 0
d a f
g 0 i

.

Donc

M2 = A⇔

 a2 0 0

2ad+ fg a2 af + fi

ga+ ig 0 i2

 =

0 0 0
1 0 0
0 0 0

⇔ a = i = 0, fg = 1.

D’où

{M ∈M3(C)|M2 = A} =




0 0 0
d 0 f
1

f
0 0

 |(d, f) ∈ C× C∗

 .

–IV–

1. (a) L’ensemble {P ∈ C[X]|P (f) = 0} est un idéal de C[X] non réduit à {0}, car il contient, par exemple, le
polynôme caractéristique de f ( théorème de Cayley-Hamilton). Donc il existe un polynôme unitaire
unique Φf tel que {P ∈ C[X]|P (f) = 0} = {ΦfQ|Q ∈ C[X]}.

(b) Le polynôme caractéristique χf est un polynôme annulateur, donc Φf divise χf , donc il existe des
scalaires β1, β2, ..., βn tels que

Φf =

n∏
k=1

(X − xk)βk

avec ∀k ∈ Nn, 0 ≤ βk ≤ αk. Montrons que k ∈ Nn, βk ≥ 1. Pour cela il suffit de montrer que les racines
de χf sont des racines de Φf .
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Soit λ ∈ {x1, x2, ..., xn}, donc λ est une valeur propre de f . Il existe donc un vecteur x non nul tel que
f(x) = λx.
Une récurrence immédiate prouve que pour tout entier strictement positif k, on a fk(x) = λkx, d’où
on déduit que pour tout polynôme P à coefficients dans C, on a

P (u)(x) = P (λ)x.

En appliquant ce résultat avec le polynôme Φf , on obtient

0 = Φf (f)(x) = Φf (λ)x.

Comme le vecteur x est non nul on en déduit que Φf (λ) = 0. Ainsi, ∀k ∈ Nn, βk ≥ 1.
2. Les Ek sont stables par f et f ◦ g = g ◦ f , donc les Ek sont également stables par g.
3. (a) Montrons que la dimension de E1 = ker fα1 est égale à la multiplicité α1 de x1 = 0. Notons f1 l’en-

domorphisme induit par f sur E1. On peut écrire χf = Xα1Q où Q est premier avec X (ce qui est
équivalent Q(0) 6= 0). Vu que fα1

1 = 0, on a χf1 = Xk, où k est la dimension de E1. Par le lemme des
noyaux, E = E1 ⊕ kerQ(f) où kerQ(f) est stable par f . Donc χf = χf1χg où g est l’endomorphisme
induit par f dans kerQ(f). Mais 0 n’est pas une valeur propre de g (tous les vecteurs propres associés
à 0 appartiennent à E1), donc χg(0) 6= 0. Par conséquent, χf1 = Xα1 et k = α1.
D’après la définition de Φf , fβ11 = 0 et fβ1−11 6= 0, sinon on aura un polynôme annulateur de f de degré
inférieur à celui de Φf . L’indice de nilpotence de f1 est donc β1.
Ainsi, en utilisant le résultat de question 1.c de la partie II :[

x1 = 0 et β1 >
α1 + 1

2

]
⇒ R(f1) = ∅⇒ R(f) = ∅.

(b) Notons fk l’endomorphisme induit par f sur Ek et posons uk = fk−xkidE . On sait que uk, considérée
comme un endomorphisme de Ek, est nilpotent. Notons δk l’une des racines ( non nulle ) de xk. Alors
fk = uk + δ2kidE . D’après la partie III, R(uk + δ2kidE) 6= ∅. Donc R(f) 6= ∅.

(c) Dans cette condition f1 et nilpotent avec fα1
1 = 0 et α1 ≥ 2. Si R(f) 6= ∅ alors en particulier R(f1) 6= ∅.

Ainsi, d’après la question 6, R(f1) possède une infinité d’éléments. Il est de même de R(f).
4. (a) g ∈ R(f) ⇔ g2 = f ⇔ ∀k ∈ Nn, g2k = fk où gk est l’endomorphisme induit par g sur Ek. Ainsi,

d’après la question 5 de la partie II, et comme 0 /∈ Sp(f), alors ∀k ∈ Nn, card
{
gk ∈ L (Ek)|g2k = fk

}
=

card R(uk + xkidE) = 2 et donc card R(f) = 2n.
(b) Toujours d’après le résultat de la question 5, card R(f) = 2n−1 si x1 = 0 et α1 = 1.

• • • • • • • • ••
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