DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

i

Devoir libre n°07

Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

PRELIMINAIRES

Si la suite (ay,)nen est a variations bornés alors la série E b, est absolument convergente, donc convergente, or

n;nN
n

n
Z by = Z(ak_l —ay) = ap — a,, donc la suite (a,)nen est convergente.
k=1 k=1
Onad, = b, — b,41,donc pourtout N € N,ona:

N N
Y ondy = Y n(by —bps1)
n=1 n;l N
= ann - Z(n - 1)b,
n;l J\T[L:Q N
= > b+ > (n—=1by— > (n—1)b, — Nbyyy
n;l n=1 n=1
= Y by~ Nbyja
n=1

PARTIE I

On a, pour tout entier n € N, d,, = b,, — b, 41 ce qui montre que la suite (a,, ) en est convexe si et seulement si la suite
(bn)nen est décroissante.
Par convexité de la fonction f,on a:

sy =1 (") £ 0+ a1,

D'ou f(n+1)+ f(n —1) — 2f(n) > 0 ce qui montre que la suite de terme général a,, = f(n) est convexe.
On a donc (by,) et (—by, )nen croissantes donc (b,,) est une suite constante, ainsi, pour toutn € N, on a a,,—1 — an = by,
d’ot1 on en déduit, par une récurrence immédiate, que

Vn €N, a, = ag— nby.

La réciproque est immédiate. Ainsi les suites convexes et d’opposé convexe sont les suites arithmétiques.
La fonction f : « +— 2 est convexe si @ > 1 ( sa dérivée seconde est positive ) et strictement concave si 0 < o < 1.
Donc la suite (n®),en est convexe si et seulement si o > 1.

(a) Avec une calculatrice, pour n = 9, on trouve :

n 8 9 |10
an || 22 | 27 | 31

Donc dg = —1 < 0 et par conséquent la suite (a, )nen N'est pas convexe.
(b) On a

(n+1)*—-1<E[(n+1)q]
(n—1)%=1<E[(n—-1)a]
—2na < —2E(n®)
d’oti, en additionnant ces inégalités, on trouve
dp > (n+ 1D+ (n—1)a—2n—2.

Soit f: x> (x + 1) + (z — 1) — 22 — 2, alors f(1) = 2% —4 > 0 (car a > 2) puis ' : v — a[(x + 1)* ' + (z —
1)*~'1 — 22°7'] est & valeurs positives car g : = — z*~! est convexe. Donc f est croissante et, de la propriété
f(1) > 0, on tire que f(n) est positif pour n > 1. Ainsi, pour a > 2, la suite E(n®) est convexe.
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PARTIE II

1. e La suite (b,),en décroit et, puisque pour toutn € N, —4 < a, < A, ona:b, = a,_1 — a, > —2A. Toute suite
décroissante et minorée converge dans R, donc (b,,),en converge.
e Supposons lim b, # 0, alors (a,)nen Ne serait pas bornée, en effet, en supposant par exemple b = lim b, > 0,
n—oo n— o0

o . b . .
il existe un entier n( tel que, pour tout n > ng, on a b,, > 5 > 0, d’ott par une récurrence immédiate, Vn > ny,

n—mno . . . . . . . .
an < Qpy — Tb' ce qui montre que nlggo a, = —oo : contradiction. En conclusion nl;rr;o b, = 0, en particulier b,, > 0

puisqu’elle décroissante.
2. Puisque b, > 0 pour tout n € N, la suite (a,)nen est décroissante, puisqu’elle est minorée, elle est donc convergente.
n

3. Onécrit ap, — a, = Z by, et comme (b,,)nen est décroissante, alors b, < b,, pour tout k;n[p + 1, n], donc a, — a,, >
k=p+1
n
Z by, = (n — p)b,, > ns2b,, (car —p > —g ) donc
k=p+1

0 < nb,, < 2(a, — an).
En particulier, pour tout n € N, on a
0 < 2nb2n < 2(an - a2n) et0 < (2n + 1)b2n+1 < 2(an - a2n+1)

et ce deuxiéme membre tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On a donc montré lim nb, = 0. L'inégalité Vn € N,
n—oo

0 < nby41 < (n+ 1)by4q suffit alors pour conclure que lim nb,4+q1 = 0.
n— 00

4. D’apres la question 2. de la partie préliminaires, on a :
N N
ann = Z bn — NbN+1.
n=1 n=1

Puisque la suite (ay,)nen converge, la série g b, converge, et comme Nlim Nbyy1 =0, lasérie E nd,, converge puis,
— 00

par passage a la limite, on obtient la relation
(e} (o)
> nd = b
n=1 n=1

PARTIE III

1. On rappelle I'égalité suivante, qu’on peut utiliser sans démonstration :
n

n=1p=1 p=1n=p

Classe: MP1 2/3 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

En utilisant I'inégalité de I'indication et I'inégalité triangulaire, et on fait la somme sur n, on obtient

N n-—1 N N-1

N N
P N-p
SN SIARS 3) SEANHES 9 i RN
n=1 n=1 n=1 p=1 n=1 p=n
N N nflp N N N—p
S SRS 3) SEINHD 3 E = SETA.
n=1 n=1 p= n=1p=n
N N n p—l N N N—p
S D D B B LR A W Wi v LR 1
n=1 n=1p=1 n=1p=n
N N N p—1 N p N—p
BRI D LS R TD DD B LR
n=1 p=1n=p p=1n=1
N N pfl N pr
< an +Z(N—p+1)T|bp—1_bp|+ZpT|bp_bp+l‘
n=1 p=1 p=1
N N-1 P N-1 N—p
< an + (N*P)ﬁ“’p*bzﬁlhL ZPlep*bﬁwﬂ
n=1 p:l p:l
N N-1 1
< D bt D e = bl (N = p) + (N = p)p)
n=1 p=1

ol on a utilisé le fait que b, — b, intervient N — p fois dans la premiére somme, p fois dans la deuxiéme, d’ott

N N N-1
Z |bn| < Z bn| + Z 2p(bp — bp41)
n=1 n=1 p=1

(en majorant N — p par NN) On a donc l'inégalité demandée (p et n sont des variables muettes); on en déduit que
N

g |b,,| est majorée donc la série E b, est absolument convergente.
n=1
En conclusion la suite (a,,)nen est a variations bornées et donc convergente.

2. Lapremiere inégalité est évidente car la série E by, est convergente. La deuxiéme est tout aussi évidente car ag—an =

N
Z b, et en passant a la limite dans 1'inégalité précédente, on peut conclure.

n=1
3. En utilisant I'égalité de la question O.2, on a

N N-1
Noyyr1 = bp— > ndy
n=1 n=1

donc (Nby41)nen a une limite et cette limite ne peut étre que 0 (sinon Z b, divergerait) d’ot1, quand N tend vers
l'infini

o0 o0

S nd =30,

n=1 n=1
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