DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

Devoir libre n°07
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

0000000000
I-

Soit E le R-espace vectoriel des applications f continues sur ]0, 1] a valeurs dans R telles que

1
/ F(t)dt
0
converge.

Soit F' I’ensemble des applications f continues sur |0, 1] a valeurs dans R telles que

1
/ fA(t)dt
0

1
1. Pourtout f € F ettoutt €]0,—1],ona |f(t)| < 5 (1+ At t)). Les 1ntegrales/ 12dt et/ f2(t)dt existent,
0

converge.

1 1
il est de méme de / |f(t)|dt. Donc / f(t)dt converge et par conséquent f € E.

0 0
On vérifie facilement que F est stable par toute combinaison linéaire, ce qui montre que F' a une structure
d’espace vectoriel sur R.
2. D’apres le cours ( exemples de Riemann ), f € E si et seulementsi 0 < o < 1et f € F si et seulement si

1
0<2a<1,cesta-dire0 < a < R

t
3. Soit f :]0,1] — R définie par f(t) = Sl?( ) avec o > 0. f est bien définie et continue sur |0, 1] et garde un
o1 . sin(t) 1
signe constant sur cet intervalle. Ona lim t* " f(¢) = lim = 1,donc f(t) ~ I
t—0+ t—0+ o+ te~
seulementsi o —1 < 1 ouencore 0 < a < 2.

sin(t)

2
1
De méme, on a lim t**72f%(t) = lim = 1,donc f3(t) ~ Ainsi f € F si et seulement si
t—0+ t—0+ o+ t2a 2°

20— 2 < louencore) < o < —.

4. Pour n fixé, la fonction f : ¢ — (In(¢))" est bien définie et continue sur |0, 1] et garde un constant. De plus,
on a lim+ Vt(In(t))™ = 0, donc f est intégrable sur |0, 1]. De méme lim+ Vtf3(t) = 0,donc f € F pour tout
t—0 t—0

n € N.
-

Soit G le R-espace vectoriel des applications f continues sur |0, 1] a valeurs dans R telles que

1
/ f(t)dt
0
converge.

1. e La fonction f est continue sur |0, 1[ et garde un signe constant sur cet intervalle (V¢ €]0,1[, f(t) >0).

' 1 V1i—t 1
* lm V1-tf(H) = lim (t\/ﬁ t )Z\/i'
at) — a(0) 1

=d'(0) =00ua(t) = N

Classe: MP1 1/4 Prof: Mohamed TARQI

e lim f(¢t lim
t—0+ f< ) t—0+ t




DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES

1
Donc l'intégrale / f(t)dt converge et par conséquent f € G.
0

i
Calcul de I = / f(t)dt. Posons t = sin(x), d’ou :
0

2. Soit f :]0,1[— R définie par f(t) =

/’5
0

31—
/ 'cosxdx
0 sinx

3 T

§ (f) d

/0 an 5 x

_2/3 d (cos%)
0 cosjg

In(t)
(14+t)V1—1¢2

1
(sinx\/ 1—sin?z

1
— — cos xdz
sinz

(a) o f estcontinue sur |0, 1] et garde un signe constant sur |0, 1[.
e lim Vtf(t) =0.
t—0+t

o lim VI—1f(t) =0.

Donc l'intégrale

(b) Calculde I = /

Donc dt =

3. Soit f :]0,1[— R définie par f(t) =

Int

0o (1+6)vV1—1¢2

1—¢
V14t
—4x 2
———dr, 1 -t = ——etl+t=
(1+a22 " Ara22 T
1— 2
— X
Lo X (1+a?)?

1 2
/ln<1 x)dw
0 1+§E2

1 1
/ In(1 — 2?)dz — / In(1 + 2?)dz
0 0

v
n2— =~
ey

(In(t))"
(1-t)

1
/ f(t)dt converge, c’est-a-dire f est un élément de G.
0
1

dt avec le changement de variable z =

1 1 gl 1
/0 ln(l—m)dx+/o In(1 4 z)dz — [zIn(1+ = )]0+/0

1 1 1
1
/ln(l—ac)dx—l—/ ln(1+$)dx—ln2—|—2/ (1—
0 0 0 1+

[~(1—2)In(1 —z) — 2]§ + [(1 + ) In(1 + z) — 2]§ — In2 + 2 [z — arctan z]}

1— a2

T 1422

2
— - On obtient donc :
z

=)

avec « réel et n entier naturel.

1-1¢

14t

©)

22
1+ 22

dz (10)

dx (11)
(12)

(13)
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(a) e f estbien définie et continue sur |0, 1] et garde un signe constant pour « et n fixés.

o tl_i,%lJr Vif(t) =0, donc f(t) =0 (\2)
t-n"

" 1
'f(t)l’jmz(—l) A—pen

Donc f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si &« < 1 + n.

1
(b) Calculde I = / In(t) dt. Utilisons le changement de variable ¢t = 1 — u?, donc dt = —2udu et par
0

V1—t
conséquent
0 In(1 — 42 1
I = / M(—Zudu) = / In(1 — u?)du (14)
1 u 0
1 1
= / In(1 — u)du + / In(1 + w)du (15)
0 0
= [~(1—wIn(l—u) —u+ (1+u)In(l+u) — ul; (16)
4In2 -4 (17)
e —
4. Soit f, :]0,1[— R définie par f,(t) = n(?) avec o réel.
(a) o f, est continue sur |0, 1] et garde un signe constant suivant les valeurs de « sur cet intervalle.
o lim fo(t) =« hm al = a. Donc f,, se prolonge par continuité en 1.
t—1— - ln(tO‘) hrnl nacl
—

€ 1 1 @ 1
e Soit ¢ > 0. / dt converge, car — = o — | et lim ¢t~¢ t— lim = 0, donc / —dt
o Int Int o+~ \\/t t—0+ Int) 1o+ Int
€ 4

converge si et seulement si —a < 1. Ainsi l'intégrale ; dt converge si et seulement o > —1 et

0
1 ;a0

0 lnt
(b) Soitax > —1.0n a:

donc

dt converge aussi si et seulement si a > —1. D’'ot U =] — 1, +00].

- Tode
o= [l [P [
o Int Int o Int

1
Posons u = t*t! donc ¢t = ua+tt et dt =

wa+1du. En utilisant ce changement de variable dans la

o+
premiére intégrale on obtient :
a+l a+1
yatl 1 —a T du
—dt / — X uetiduy = / —
Int lnyatt a+1 0 Inw
Ainsi :
xa+1 T wa+1
du dt dt
iy [
0 nu Jy Int 2, Int
a+1

(c) Soitt € [z*T!, 2] avec 2 €]0, 1]. Donc

<1< % et comme ¢ €]0, 1[ alors Int < 0, d’olt

T 1 x
< <
Int — Int — ¢tlnt

a+1

Ce qui entraine par intégration sur l'intervalle [z“"", z] :

T T T
x/ dt g/ dthaJrl/ dt
rotl tint rotl Int rotl tint

2 [In(Int)]tan < —Io(z) <2 [In (In)] 204
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ou encore
M n(a+1) < I(z) < zln(a +1)

Dou I, = lim1 I(z) = In(a + 1).
z—
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